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l^on vi U chi ignori quanto sia difficile la 
composizione di elementi di scienza ^ giacché que- 
sti debbono preparare V animo di chi imprende 
a studiarle , in modo tale da farne percorrere 
liberamente /’ intero campo dalle piu semplici 
alle più intralciate dottrine , senza che urti a 
qualsiasi minimo passo ; difficoltà che monta al 
massimo quando trattasi di scienza esatta. E re- 
lativamente ad clementi di geometria aediamo 
nessuno aver superalo t andamento di Euclide, 
poiché le sue verità sono disposte in modo ohe 
tutte con un progresso uniforme derivano l'una 
daW altra , in guisa che più facilmente si ap- 
prendono , più fisse la mente le ritiene , e più 
presto vola a chiamarle in soccorso quante volte 
n è d' uopo. Ma le sue lunghe dimostrazioni , 
e che molte volle defaticano la mente di chi stu- 
dia^ ed in modo, speciale nella geometria solida., 
hn fatto sì, che altri siensi occupati a ridurle 
in una fornia più concisa, e porle sotto un più 
ristretto punto divista. Tra gli elementi di geo- 
metria che anno più riscosso gli Ojìplausi deU'u- 
niverjale , primeggiano senza dubbio quelli di 
A. M. Legendre, la cui versione presentiamo al 
Tubblico. 

Nella presente versione, per servire sempre 
più alla chiarézza, vi abbiamo apportata qualche 
innovazione. Avremmo voluto,è vero, sconvolgere 
alquanto V ordine delle proposizioni per istabilir- 
vi perfettamente V andamento Euclideo , affinchè 
una proposizione di altre non abbisognasse per sem- 
brar chiara agli studiosi se non che delle sole pre- 
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cedenti^ senza fcir servive aUci,''dirììOSlrazioìie di 
alcuna verità, la soluzione di qualche problema non. 
ancora risoluto: h die per altro non toglie ri- 
gore,) poiché le costruzioni che entrano in un teor 
rema non dehbonai eseguire effettivamente^^ ma 
solo immaginarle eseguite e quindi basta il ve- 
derne la semplice possibilità : ma la difficoltà di 
simile operazione , obbiettp serbato, ai soli pro - 
Jessoriy e la idea di presentare una semplice ver- 
sione con qualche piccola aggiunta,^ non ci ànno, 
permesso trarre il nostro scopo principale. 

Si è data opera adunque sdXanto a mpdijicarfi 
quelle che fXìtevano con la giunta di qualche 
parola rendersi più semplici e chiare. Principal‘- 
mente abbiatne creduto necessario togliere nei pri- 
mi libri la maggior parte dei segni^ poichèpresen- 
tapffo^ questi ^r /«. prima volta allo, studioso,, 
spesso nel corso delle proposizioni il complesso di 
pipili segni potevano^ confpndendplq . , furjio! de- 
viare dal seguire il Ìegcuìie, delle verità che si 
dimostravano: quindi ad ogni segno si è sostituita, 
la sua pronunziaùone ; negli altri libri poi si sono, 
reintegrati tali segni-, giacché, trovandpsi. lo spi- 
rito più avvezzo, alle, speculaziopi, della scienza^ 
non possono più formare poùtivo, ostacolo. 

Ogni proposizióne si è. distribuita nelle sue 
parti ; cioè,, ipotesi, tesi , applicazioop , costru- 
zione , dimostrazione e conchiusioae , per mo- 
strare il legarne di queste parti fra lorp^ e pep 
maggior chiarezza- 

in quelle proposizioni neUe quali si é potuto senza, 
alterare il senso deWJutore-, si é fatto qualche pic- 
oiolissirno cangiamento , come per esempio , si sono 
indicati dei passaggi che I Aalor'e sottintendeva e 
che possono essere utili, ed altro. In quelle profjosi- 
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uoni poi in cui alla dimostrazione deW Jutorepotea 
surrogarsi altra piu semplice ^ per rendere pii^ 
evidente qualche verità , per non cangiare U 
senso appunto delC originale , e per non toccare 
minimamente qufillc proposizioni che abbiamo ri- 
ferite nel testoni si e q^st altra piu semplice di- 
mostrazione aggiunta in (^posile note-^ nelle quali 
spesse fiate si è pure riportata, (jualche defini- 
zione od altro, che nyincava nell originale, 
Quantunque Legendre con la seconda nota 
mostri perchè siasi astenuto di ristabilire la teo- 
rica delle parallele sopra la stessa base di Eu- 
<?lide ; pure mi riportando intieramente la sua^ 
abbiamo, stimalo non irregolare asserire in una 
apposita nota, hi intiera teorica di Euclide, ac- 
comodata nei miglior mudp possibile. 

Con altra nota poi si à trattata più chiara- 
mente la teorica aeUe intersezioni e contatti dei 
circoli. 

Ciò,postQn lo aver curato la traduzione di qual- 
che espressione od altro dimostra questa versione 
non essere in, vero rigorosapienie let/prale^ ma un 
poco libera^ senza per altro tradir, mai t origina- 
/e, in maniera che ^ J'acendo astrazione da quelle 
poche note , il lettore lo rinverrà interamente, 
" Finalmente , se altro, di buono non presenta 
questa versione^ credianio che C esser priva,, per 
quanto più è. stato possibile,, di quei tanti errori 
tipografici incorsi in altre,, e che per queste spe- 
cie di libri gittano in molla confusione colui 
che imprende a studiarli per la prima volta^ vo- 
glia essere un titolo di racco matuiazione a quei 
professori che di tale libro fanno uso. 
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AVVERTIMENTO 

PER LA XIU edizione FRANCESE 



La dimostrazione della teorica delle paralle- 
le, tale quale presentata crasi nella tèrza edizio- 
ni di questa opera e nelle successive edizioni in- 
clusivamente la ottava, non essendo in salvo di 
qualche obbiezione, si era determinato nella no- 
na edizione di ristabilire questa teorica presso a 
poco sopra la stessa base di Euclide^ Ulteriori ri- 
flessioni fatte sopra Io stesso obbietto , delle quali 
se ne.daranno gli sviluppi.nella Mconda nota, an- 
no fatto scoprire due nuove riKiniere di dimostrare 
il teorema sopra i tre angoli di un triangolo , 
senza il soccorso di alcun postulato,. Si è inserite 
per. conseguenza unà di queste. dimostrazioni nel 
testo di questa edizione, scegliendo < quella che 
meno si allontana dalle idee ordinarie, e che di 
altronde non sembra più difficile a comprc^ersi 
di quella che era stata data nelle edizioiu pre- 
cedenti dalla terza fino alla ottava. 

Un secondo cangiamento che vedesi in questa 
edizione è relativo alla solidità della pirauiide 
triangolare. Si è ristabilita questa dimostrazione 
presso a poco come quella data nella prima^ edi- 
zione di questi elementi , ma profittando di^ una 
felice idea, dovuta al Sig. Querret,, capo d’ isti- 
tuzione a Saint-Malo ; essa consiste a rendere e- 
guali le altezze dei prismi eccedenti e deficienti 
che si costruiscono nelle due piramidi paragona- 
te. Con questo mezzo la dimostrazione della so- 
lidità della piramide sembra ridotta all ultimo 
grado di seroplicitR cui era suscettiva. 
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In fine, siccome le tavole trigonometriche 
costtutte secondo la divisione decimale del qua- 
drante« non sono cosi generalmente sparse, co- 
me quelle che si rapportano all’ antica divisio- 
ne deHa circonferenza, si è credulo perciò che 
non sarebbe inutile di ^giungere agli esempi 
di calcolo dati% nella trigontunetria i resultati 
che darebbe F uso delle antiche tavole. 



Il lettore che voirà limitersi , almeno in 
una prima lettiura , ai semplici elementi , può 
passare senza inconveniente le note, le appen- 
dici, e generalmente ciò che è stampato in pic- 
coli caratteri, come essendo meno utile, e chie- 
dmdo uno studio più appiòfinidito. Egli ritor- 
nerli in s^ito sopra questi obbietti, se Io cre- 
de a proposito ^ scegliendo quelli che gli con- 
verranno meglio , dopo 1* avviso dì un profes- 
sore iliamìnato. 
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D I 

GEOMETRIA PIAIVA 



LIBRO PRIMO 




I. La Geometria («) è una scienza clic à per ol/- 
fctetlo la misura della estensione. 

La estensione à tre dimensioni ; lunghezza, larghezza 
ed altezza. 

H. La linea è una lungliezza senza larghezza. 

Le estremità di una linea diconsi punii : il punto 
non à dunque estensione. 

ili. La linea retta è il più corto cammino da un 
punto ad un altro. 

IV. Ogni linea che non è retta, nè composta di li- 
nce rette ^ è una linea curva. 

Così, AB (fig. /) è una linea retta , ACDB una linea 
speizata 0 composta di linee rette, ed ÀEB è una linea curva. 

V. Superficie è ciò che à lunghezza e larghezza , 
senza altezza o profondità. 

VI. Il piano è una superficie nella quale prendendo due 
punti ad arbitrio ed unendo questi due punti, con una li- 
-aea retta, questa linea sta tutta intera nella superticie (b), 

(a) Geo^tria^ da yii (gea) terra.) e da ititfov (melron) 

misura. 

(b) Questa definizione è senza dubbio più distinta dì 

Legendbb Geom, Piana. 2 
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VII. Ogni siiperficie che non è piana , nè coniposla 
di sup(?rlìcie piane è una superficie cun a. 

Vili. Solido 0 corpo è ciò die à lungliez/a, larghez- 
za ed allezza. 

»i*. • IX. Allorché ( fig. J9 ) due linee relle AB, A(i s’ in- 
cunlrano , la quanlna piu u mono grande por cui esse 
lince sono dislaniì I’ una dall’ altra , rispello alla loro 
posizione, chiamasi arTgolo ; il punto d’ incontro o d’iii- 
(ersezione A dicesi il lerlice dell’angolo -, le linee AB, 
AO , cliiamansi i lati dell’ angolo. 

L’ angolo s’ indica talora colla sola lettera del ver- 
tice A, hilora con tre lettore BAC o CAB, avendo cura 
di mettere in mezzo la lettera del vertice. , .~ 

Gli angtdi sono, come lui te lo qtiunlilà, suscettivi di ad- 
dizione, sollrazionc, moltiplicazione e divisione ; cosM’an- 
Fìf.to golo DCE (fig. 20) é la somma dei due angoli DCB e BCE, 
l’angolo DCB è la diflèrcriza dei due angoli DCE e BCE. 
Fij. 8, X. Orando la linea retta AB (fig. 3) incontra un’* altra 
reità <.D talmente che gli unguii aUiaceiiUBAC e BAD sono 
eguali tra loro, ognuno di questi angoli si chiama angolo 
retto i e la linea AB dicesi essere, perpendicolare a CD. 

4- XI. tigni angolo B.\C ( fig. /) uiìtiore di uii angolo 
rctio dicesi angolo acuto; ogni angolo DEI*' maggiore di 
un angolo retto diccsi angolo ottuso. 

Fig. 3. XII. Due linee rette Uiconsi parallele., allorché gia- 
centi nel medesiu )0 piano prolungale ambedue iudcfimtu. 
mente dall’ una e I’ altra parte i.on possono incontrarsi. 
Tali sono le rette AB , t.D. 

Fif- 6. Xlll. Figura piana è un piano terminalo per ogni 
parte da linee. 

Se le linee sono rette, lo spazio che racchiudono si 
chiama figura rettilinea o poligono., e le linee stesse prese 
insieme lorniano il contorno o perimetro del poligono. 
MV. 11 poligono di tre laii e il piu semplice dt tutti, ^ 

gufila che trovasi registrata nei codici greci , che contiene 
un’ affezione della superficie piana la quale si suppone negli 
. elementi; cioè di potersi congiungere due punti dati in una 
superficie puma con una linea retta , la quale sta tutta in 
della superficie. Afa questa definizione del Slmson non è 
^ che. una piccola modificazione di quella che ne diede Fra- 
ne Alessandrino : la supcriicie piana è quella cui si può 
adattare ovunque la linea retta. (Il Tkau. } 
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e sì chiuma triangolo ; quello di quattro lati sì cliìama 
guadrilalero ; quello di cinque lati pentagono ; quello di 
sei esagono , etc. 

XV. Triangolo eguilatero si cliiama quel triangolo 

die à tre lati eguali ( fig. 1 ). ^ 

Triangolo isoscele si chiama quel triangolo che à due 
Iati eguali ( fig. 8 ). kì». j;. 

Triangolo scaleno si chiama quel triangolo che à 
tutti e Ire i lati diseguali ( fig. 9). n< 

XVI. Il triangolo rettangolo è quello che ò un angolo , 

retto. Il lato opposto all'angolo retto si chiama ipotenusa ; i ; 

lati poi deH’aiigolo retto chiamansi cateti. Cosi \BC [fig.10)v\i. .□ 
è un triangolo. relUmgolo in A, il lato BC opposto all’an- 
golo A è la ipotenusa, i lati BA , AC sono i caldi (a). 

XVII. Il quadrato è un quadrilatero che ù i suoi lati 

eguali e gii angoli retli ( fig. //). [ Ved. la proposidO-^'s-"- 
«e XX, Libro 1.“ J. ^ 

Il rettangolo è un qiiadriialeru che à ‘t^ìi angoli retti 
senza avere i lati eguali ( fig. i2). ( Vcd. la ined. prop. «». 

Il parallelogrammo o romboide è un quadrilatero che 
à i lati opposti paralleli ( fìg. 13). P's- 

\\ rombo è un quadrilatero die à i lati eguali senza 
che gli angoli sieno retti (^fig. li). » 

Finalmente il Irapezio c un quadrilatero che à due 
soli Iati paralleli {fig. 13). 

XyiIF. Diagonale di un poligono dicesi quella linea 
che unisce i vertici di due angoli non situali agli estre- 
mi di lino stesso lato ; tale è AB ( fig. 42). 

XIX. Poligono equilatero è quello che a tulli i lati 
eguali. 

Poligona equiangolo è quello che à lutti gli angoli 
eguali. 

XX. Due poligoni sono equilateri tra loro quando àn- 

(a) I triangoli rettilinei si distinguono in sei specie y 
tre rispetto ai lati , cioè equilatero , isoscele « scaleno. 
definiti sopra , e tre rispetto agli angoliy cioè il rettan- 
golo , puranche definito doli' autore^ e gli altri due qui 
sotto aggiunti , cioè : 

Il triaugolo acutangolo è quello che à i tre angoli 
acuti { fig. 7). ' Fi* ,-. 

Il triangolo ottusangolo è quello che à un angolo 
ottuso ( fig. 9). ( le Tbad. ). ? 
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no i luti respeUivjmciite eguali e situati nel mcdcsiino 
ordine , vale a dire , allorché seguendo i loro contorni 
in un medesimo senso, il primo luto dell’ uno è eguale 
al primo lato dell’ altro , il secondo dell’ uno è eguale 
al secondo dell’ altro , il terzo al terzo , e così di se- 
guito. Similmente concepiscesi ciò che significa due po- 
llgoni equiangoli fra loro. 

In ambidue i casi i lati eguali o gli angoli eguali si 
chiamano luti od angoli omologhi. 

N. li. Le figure piane o tracciale sopra superficie pia- 
ne saranno t obbietto dei primi quattro libri (a). 



(a) Affinchè vieppiù i principianti si avvezzassero a 
concepire in generale le cose , reputiamo utile far nota- 
re , dalle date definizioni derivar conseguentemente che : 

Ogni quadrilatero è poligono., ma non ogifi poligono 
è quadrilatero. * 

Ogni pentagono è poligono , ma non ogni poligono 
è pentagono .... etc. 

Ogni triangolo equilatero è triangolo isoscele , ma 
non ogni triangolo isoscele è equilatero. 

C^i triangolo rettangolo é isoscele o scaleno , ma 
non ogni triangolo isoscele o scaleno è triangolo rettangolo. 

Ogni triangolo equilatero è acutangolo., ma non ogni 
triangolo acutangolo è equilatero .... eie. 

Ogni quadrato è rettangolo , ma non ogni rettango- 
lo è quadralo. 

Ogni quadrato è parallelogrammo o romboide , ma 
non ogni parallelogrammo o romboide è quadrato. 

Ogni quadrato è romba., ma non ogni rombo, è qua- 
drato. 

Ogni quadrato é trapezio, ma non ogni trapezio è 
quadrato. 

Ogni rettangolo è parcdtelogrammo o romboide^ ma 
noti ogni parallelogrammo o romboide è rettangolo. 

Ógni rettangolo, è trapezio , ma non ogni trapezio 
è rettangolo. 

C^ni parallelogrammo o romboide i trapezio , ma 
non ogni trapezio è parallelogrammo o romboide etc. 

( In ) 



f 
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Spiegazione dei tefìhini e dei iegni. 

Assioma è una proposizione evidente per sè stessa. 

Teorema è una verità che diviene eudente per mez- 
10 di un ragionamento chiamato dimostrazione. 

Problema è una questione proposta che esige una 
soluzione. 

Lemma è una verità impiegata sussidiariamente per 
la dimostrazione di un teorema o per la soluzione di un 
problema. 

11 nome comune di proposizione si attribuisce indif- 
ferentemente ai teoremi , problemi e lemmi. 

Corollario è la conseguenza che deriva da una o più 
proposizioni. • 

Scolio à una osservazione sopra una o più proposi- 
zioni precedenti , che tende a f^ir vedere il legame , la 
utilità e r applicazione loro. 

Ipotesi è una supposizione fatta o nello enuncialo di 
una proposizione q nel corso di una dimostrazione (a). 

Il segno. è il segno delia eguaglianza *, cosi la 
espressione À = B significa A eguale a B. 

Per esprimere che A è minore di B si scrive A < B. 

Per esprimere che A è maggiore di B si scrive A>B. 

)1 segno -f- si pronunzia più , ed indica I’ addizione. 

U segno — st pronunzia meno , e dinota la soltrazio-r 
ne : cosi A B rappresenta la somma delie quantità A 
e B ^ A ->■ B rappresenta la loro differenza o ciò che 
resta togliendo B da A^ così A — B-^C o A-|-C — B 
significa che A e C debbono essere aggiunte insieme, e 
che B deve esser tolta dalla loro somma. 

U segno X indica la moltiplicazione ^ così A X B rap-r 
presenta il prodotto di À moltiplicata per B. In vece 
dui segno X si adopera talora un punto, cosi A. B è lo 
stesso- che A X B. S’ indica ancora il medesimo prodotto 
senza alcun segno intermedio da AB , ma non bisogna 
impiegare questa espressione se non che quando non de- 
vesi nello stesso tempo impiegare quella della linea 
disianza dei punti A e B[. 

(o) È da osservare ohe neUo enuneiato di ogni teore~ 
ma si distinguono sempre due partii la ipotesi e la tesi; 
la ipotesi è come ora abbiam definito., ciò che si suppone 
esser vero; la tesi ciò che si vuol dimostrare ( lo Tkao. ) 
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La espressione A X (B-fC— 1>) o A (B4-C--D) in- 
dica il prodotto di A per la quantità B-f-L — D, Se biso- 
gnasse moltiplicare A— B per A— B-f-C s’ indicherebbe 
(A-B) X (A— B-K) ovvcBO (A— B) (A— B+C). Tutto 
ciò che rinchiudesi fra parentesi è considerato come una 
sola quantità. 

Un numero posto innanzi ad una linea o ad una quan- 
tità serve di moltiplicare a questa linea o a questa quan- 
tità *, cosi per esprimere che la linea AB è presa tre volte 
si scrive 3 AB *, per indicare la metà dell’ angolo A si scri- 

1 * 

»e^A. 

11 quadrato della linea AB s’ iodica con Ab* , il suo 

cubo con Spiegheremo a suo luogo ciò che signiGca 
precisamente il quadrato ed il cubo di una linea. 

11 segno y indica una radice da estrarsi -, così ^2 di- 
nota la radice quadrata di 2; V AxB rappresenta la ra- 
dice quadrata del prodotto AXB o la media proporzio- 
nale fra A e B (a). 

(a) Notiamo la etimologia di alcuni vocaboli tecnici. 
Parallele, da «api (para) presso, e da {cdlélon) 

degli uni e di^^li altri. 

Poligono , da «o>.vs ( pohjs ) molto , e da ( gónia ) 
angolo. 

Perimetro, da «’sp/ ( peri ) intorno, e da (meiron ) 
misura. 

Pentagono, da *ivrt ( pente ) cinque, e da ytjvix ( gdnia) 
angolo. 

Esagono , da ìig ( hex ) sei, e da ( gónia ) angolo. 
Isoscele, da tuo; (isos) eguale, e da a/sXoi (^scelos) gamba. 
Scaleno, da oriucÀnvos ( acaléaos ) ineguale. 

Rettangolo, da óf:^6i (orthos) retto, e da y»y'« gónia) 
angolo. 

Parallelogrammo, da (para) presso, e da óXXijXajy (allé- 
lón) degli uni e degli altri, e da (grammé) linea. 

Romboide, da f6n/3of (rhom^s) rombo, e da aiSoi (eidos) 
forma. 

Rombo, da fsal3v ( rhembó) girar intorno. 

Trapezio, da xf».iu\à. ( trapeza ). 

Teorema, da ( (heoreo ) esaminare. 
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1. " Due quantità eguali ad una terza sono eguali fra loro. 

2. ® Il tutto è maggiore di una sua parte. 

3. ° Il tutto è eguale alla somma delle parti nelle quali 
è stato divisOé 

4. ® Da un punio ad un altro non si può condurre che 
una sola linea retta. 

5. ® D ic grandezze , linee , superficie o solidi sono 
eguali , allorché essendo situate 1’ una sull' altra coinci- 
dono in tutta la loro estensione (a). 



PROPOSIZIONE PRIMA. 

' TEOREMA . 

lulii gli angoli retti sono eguali fra loro. 

Sia la linea CD perpendicolare ( fig. 46) ad AB, e GH adrif «st 
EF ; dico che gli angoli ACD, EGH sono eguali fra loro. 

Diagonale, di ( dia ) per, e da yW» ( gònio ) angolo. 
Ipotenusa, da riró (hgpo) sotto, eda tòend) spingere. 
Cateto, da tuc^hìiu ( calìàémi ) abbassare. 

Problema, da *f6 ( prò ) avanti, e da fidìXv (ballò) gettare. 
LcuMua, da (lebó) inusitato^ per (tambanò) 

prendere. 

(a) Non reputiamo inutile aggiungere questi altri os- 
s/omi, giacché nel corso di questi elementi il Sig. Legen- 
dre se ne serve. 

6. ® Se a grandezze eguali aggiungasi la stessa gran- 
dezza o grandezze eguali , quelle che resultano saranno 
eguali. 

7. ® Se da grandezze eguali tolgasi la stessa gran- 
dezza o grandezze eguali., le rimanenti saranno eguali. 

8. ® Se a grandezze diseguali aggiungasi la stessa gran- 
dezza 0 grandezze eguali., quelle che resultano saranno 
discguali. 

9. ® Sa da grandezze diseguali tolgasi la stessa gran- 
dezza 0 grandezze eguali , le rimanenti saranno diseguali. 

10. ® Le grandezze che sono doppie, tripleyctc. di una 
medesima grandezza sono eguali fra loro. ■: 

11. ® Le grandezze che sono la metà, la terza partg, 

.ite, di una medesima grandexxa ) sono eguali fra 

ir 
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Si prendano le quattro distanze eguale CA, GB, GÈ, 
GF, la distanza AB sarà eguale alla distanza EF, e si po* 
Irà situare la linea EF sopra AB in maniera che il punto 
E cada sopra il punto A , il punto F in B. Queste due 
linee ooài situate coincideranno intieramente i’una sopra 
r altra , poiché altrimenti vi sarebbero due linee rette 
da A in B , lo che è impossibile ( Ass. 4 ) ; dunque il 
punto G medio di EF cadrà nel punto C medio di AB; 

Il lato GE essendo così applicato sbprj^jCA, dovrà il lato o- 
GH cadere sopra DC^ poiché se ciò si neghi, supponia- 
mo , se è possibile che cada sopra una linea CK diffe- 
rente di CD *, siccome per ipotesi ( I>f. 40 ) l’angolo EGH 
è eguale all’ angolo HGF, dovrebbe essere l’ angolo ACK 
eguale all’ angolo KCB (a). Ma l’angolo ACK è maggio- 
re di ACD, e r angolo KCB è minore di BCD, d’altron- 
de , per ipotesi , ACD è eguale a BCD ; dunque ACK ò 
maggiore di KCB *, dunque la linea GH non può cadere 
i sopra una linea CK differente da CD; dunque essa cado 
sopra CD, e l’ angolo EGH sopra ACD ; dunque tulli cfli 
angoli retti sono eguali fra loro. Ciò bisognava dimostrare; 

PROPOSIZIONE II. 

TEOBERU. 

Ogni linea retta che incontra un* dira linea retta fa con 
questa due angoli adiacenti , la somma dei quali i 
eguale a due angoli retti. 

La linea retta DC ( fig. 41 ) che incontra la linea 
retta AB nel punto C, e fa con questa i due angoli adia- 
centi ACD e BCD; dico che la somma di questi due aa*< 
goli è eguale a due angoli retti. 

(a) Ovvero più chiaramente. Ma V angolo ACK è mag^ 
giare di ACD ; dunque sarebbe l' angolo KCB maggiore 
di ACD , ed essendo ACD eguale a DCB., sarebbe l’an- 
golo KCB maggiore dell'angolo DC B., cioè la parte mag- 
giore del tutto lo che è un assurdo ( Ass. 2 ) nato dal- 
V aver supposto che la GH non coincideva ccn la CD ^ 
dunque dovrà necessariamente cadere la GH sopra CD; 
e quindi gli angoli EGH ed ACD combaceranno e sa- 
ranno ( Ass. 5 ) per conseguenza eguali. Quindi tutti gli 
angoli retti sono eguaU fra loro, Ciù bisognava dimo- 
strare. ( II» Tbad, ) 
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Dal punto C s’ intenda elevata sopra AB la pcrpeniJ!- 
colare CR. L’angolo ACD è eguale alia somma degli angoli 
ACE ed ECD (A«s.5), aggiuntosi di comune l’angolo DLB, 
sarà la somma dei due ACD c DCB eguale alla som* 

ma dei tre ACE, ECD c DCB. 11 primo di qticsli è relto, 
gli altri due fanno insieme i’ angolo retto BCE. Dunque 
la somma dei due angoli ACD e DCB è eguale a due an- 
goli r Iti. Quindi ogni linea retta che incontra etc. C.B. D. 

Corollario L° Se uno degli angoli aCD , BCD è ret- 
to, r altro lo sarà parimente. 

Corollario II.” Se la linea DE è perpendicolare ad AB 

, reciprocamente AB sarà perpendicolare a DE. p*» ««• 
Poiché, essendo DE perpendicolare ad AB, ne seguo 
che l’angolo ACD è eguale all’angolo DCB suo adiacente, 
e che dessi sono ambidue angoli retti. Ma dall’ essere l’ an- 
golo ACD un angolo retto, ne segue che il suo adiacente 
ACE è pure un angolo retto-, dunque l’angolo ACE è eguale 
all’ angolo ACD •, e perciò .AB è perpendicolare a DE. 

Corollario HI.° T ulti gli angoli consecutivi (/tj.5/)BAC, 

CAD, DAE,EAF formati da una medesima parte della retta 
BF presi insieme equivalgono a due angoli retti -, poiché 
la loro somma è eguale a quella dei due adiacenti angoli 
BAC, e CAF. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

kuAj-; 

Due linee rette che anno due iptM comuni coincidono 
V una con l' altra in tutta la loro estensione , e non 
formano che una sola e medesima linea retta.^ 

Siano A e B ( /9 ) ì due punti comuni alle due Fig •}. 

rette ; dico che esse debbono coincidere l’una con l’altra 
© formare una sola linea retta. 

Infatti nello mtervallo AB le due rette debbono coinci- 
dere, poiché se ciò non fosse, allora vi sarebbero due linea * 
rette da A in B, lo che è impossibile (Ass.4). Supponiamo se 
è possìbile che queste linee essendo prolungate cominciano 
a separarsi al punto C, l’una prendendo la direzione CD o 
l’altra la direzione CE. Intendasi condotta al punto C la CF 
che faccia con CA l’angolo retto ACF. Poiché la linea ACD 
è retta, e per costruzione l’angolo FCA è un angolo retto, 
l’angolo FCD sarà anche retto Cor. /). Per la sies- 
ta ragione essendo la linea aCE retta, l’angolo FCE sarà un 
Lbgbndbe Geom. Piana 3 
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ingoio rotto : ma gli angoli retti sono eguali fra loro ; 
dunque dovrebbe essere T angolo FCE eguale all’angolo 
FED : ma la parte FCE non può essere eguale al tutto FCD; 
dunque le linee rette die anno due punti comuni A e B 
non possono separarsi in vermi punto del loro prolun- 
gamento , e non formano per conseguenza che una sola 
e medesima linea retta. Quindi se due linee velie etc. 
C. B. D. 

PUOPOSIZIONE IV. 



TEOBBMA. 

■j Se due angoli adiacenti equivalgono a due angoli velli , 
/ ^ i due lati esterni savanno m linea vetta. 

Fi* •to, Siano i due angoli adiacenti ( ^g. 20 ) ACD e DCB che 
equivalgono a due angoli retti \ dico che i due lati ester- 
ni AC, GB saranno in linea retta. 

Poiché, se CB non è il prolungamento di AC, sia CE 
‘ questo prolungamento*, allora la linea ACE essendo ret- 
ta, la somma degli angoli ACD, IX^E sarà eguale a due* 
retti ( Prop. 2 ). Ma per ipotesi la somma degli angoli 
ACD, DCB è pure eguale a due retti j dunque la somma 
degli angoli ACD, DCE sarebbe eguale alla somma degli 
angoli AC.D e DCB *, togliendo da ambe le somme 1’ an- 
golo comune ACD ,»rest^ebbe la parte DCB eguale al 
tutto DCE-, Io che è *^- «sordo, nato dall’ aver supposto 
essere CE il prolungammo di AC. Dunque CB è il pro- 
lungamento di AC. Quindi se due angoli eie. C. B, D. 

PROPOSIZIONE V. 



TEOBEMA. 

^ Se due linee rette scambievolmente si tagliano.^ gli angoli 
opposti al vertice sono eguali fra loro. 

Fi*..,, Siano le due linee rette ( fìg. 21) AB e DE che si 
tagliano nel punto C ^ dico che gli angoli ACD ed ECB 
opposti al vertice sono eguali fra loro. 

Imperciocché, siccome la linea DE è retta, la som- 
ma degli àngoli ACD, ACE è eguale a due retti ; e sic- 
come la linea AB è retta, la somma degli angoli ACE, 
B( E è pure eguale a due retti. Dunque la somma ACD piu 
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ACE è eguale alla somma ACE più BCE. Togliendo l’an- * 
golo comune ACE da ambe le somme , resterà 1’ angolo 
ACD eguale al suo opposto BCE. Si dimoslrorebbe simil- 
mente che l’angolo ACE è eguale al suo opposto BCD (a). 

Quindi se due linee etc. C. B. D. 

Scolio. I quattro angoli formati intorno ad un punto 
da due rette che sì tagliano, equivalgono insieme a quat- 
tro angoli retti ; poiché gli angoli ACE , BCE presi in- 
sieme equivalgono a due angoli retti , e gli altri due 
ACD , BCD ànno io stesso valore. 

In generale , se quante rette sì vogliano CA, CB ctc. 

22) s’ incontrano in un punto C, la somma di tutti fì# ».. 
gli angoli consecutivi ACB, BCD, DCE, ECF , FCA sarà 
eguale a quattro angoli retti. Poiché se si formassero al 
punto C quattro angoli retti col mezzo di due linee per- 
pendicolari tra loro , lo stesso spazio sarebbe occupato 
tanto dai quattro angoli retti , quanto dagli angoli suc- 
cessivi ACB , BCD , etc. 

* PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se due triangoli ànno un angolo eguale , compreso fra 
due lati respeilivamente eguali, questi triangoli saran- 
no eguali. .j 

Sia l’angolo A (fig. 23) eguali all’ angolo D , il lato l'i*.»*. 
AB egnale al lato DE, il lato AC eguale al lato DF; dico 
che i triangoli ABC , DEF saranno eguali . 

-s 

(a) Oovero con un linguaggio geometrico piti chiaro , 
cioè: Infoiti la linea retta AC ( fig. 21 ) insistendo so- Fig.,,. 
pra la retta DE fa gli angoli ACD ed ACE , sarantio 
essi eguali a due angoli retti ( Prop. 2 ). Similmente in- 
sistendo la linea retta CE sopra la linea retta AB , fa 
gli angoli ECA ed ECB, e saranno essi eguali a due an- 
goli retti : ma si sono mostrali eguali a due retti pari- 
mente gli angoli ACD ed ACE; adunque gli angoli ACD 
ed ACE sono eguali agli angoli ECA ed ECB , tolto il 
comune angolo ECA , sarà il rimanente ACD eguale al 
rimanente ECB; col medesimo ragionamento si dimo- 
strerà l’ angolo ACE essere eguale all' angolo DCB. 

( 11, Trad. ). 
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Infatti questi triangoli possono essere posti l’uno sopra 
l’ altro in maniera che dessi coincidono perfettamente. 

Ed in primo luogo , se si pone il lato DE sopra l’e- 
guale AB, il punto D cadrà sopra A e il punto E in B: 
ma poiché 1’ angolo D è eguale all’ angolo A, quando il 
lato DE sarà situato sopra AB , il lato DF prenderà la 
direzione AG. Dippiù DF è eguale ad AG, dunque il punto 
F cadrà in C *, e cadendo il punto E in B ed il punto 
F in G, la linea EF terzo lato del triangolo DEF cadrà 
esattamente sopra la linea BG terzo lato del triangolo 
ABG. Dunque. {Ass.3>) il triangolo DEF è eguale al trian- 
golo ABG. 

Quindi se due trlang. etc. G. B. D. 

Corollario. Dunque dall’ essere eguali tre cose in 
due triangoli , cioè 1’ angolo A eguale all’ angolo 0 , il 
lato AB eguale al lato DE, il lato AG eguale al lato DF, 
8i può conchiudere che le altre sono ancora eguali, cioè 
r angolo B eguale all’ angolo E , 1’ angolo C eguale al- 
l’angolo F, e il lato BG eguale al lato EF. * 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOBEMA. 

Se due triangoli anno un lato eguale , adiacente a due 
angoli respeUicamenle eguali., sono eguali. 

Sia il lato BG {^fig.^93') eguale al lato EF, l’angolo B 
eguale all’ angolo E , e l’ angolo G eguale all’angolo F -, 
dico che il triangolo DEF sarà eguale al triangolo ABC. 

Poiché per eseguire la soprapposizione, sia situato EF 
sopra l’eguale BG *, il punto E cadrà in B, ed il punto F 
in C. Poiché l’angolo E è eguale all’angolo B, il lato ED 
prenderà la direzione BA,onde il punto D si troverà sopra 
qualche punto della linea B\. Parimente, poiché 1’ angolo 
F è eguale all’ angolo C, la linea FD prenderà la direzione 
CA, e il punto D si troverà sopra qualche punto del lato 
CA •, dunque il punto che deve trovarsi ad un tempo 
stesso sopra le due linee BA , CA, cadrà sopra la loro 
unica intersezione A-, dunque i due triangoli ABC , DEF 
coincidono 1’ uno con l’altro e sono perfettamente eguali. 

Quindi se due triang. eie. C. B. D. 

Corollario. Dunque dall’ essere eguali tre cose in due 
triangoli, cioè BG eguale ad EF, l’angolo B eguale all’an- 
golo E, i’ungole C eguale all’ angolo F, si può coochiu- 
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der« che le altre tre tono pure eguali, Cioà AB egual^s 
a DE , àC egu;de a DP , e l’ angolo A eguale all an- 

PROPOSIZIONS Vili. 

TEOREMA. 

in un triangolo un lato qualunque i minore della somma . , , 

degli altri due, > • < • , 

f ^ j / 






Sia irtrian^ló ABC ( fig. 23 ) *, dico che il lato BC r.» 
è minore della somma dei lali AB , AL. • 

rmpérciocchè 1. Uo«a rella BC è il pii- corto rammi- 
po da B io C ( Dcf.3)\ toque BC è mmore dei due 

AB, kC./] j . , r n n 

Quindi tn ognx triang. eie. L. b. u. 

PROPOSIZIONE^ IX. 

teorema. 

Ss da un punto preso dentro di un 

cano alle estremità di un lato due ^ 

ma di queite rette sarà minore dt quella degli altri 

due lati del triangolo. 

Se dal Dunlo 0(fÌQ- 24) preso dentro del triangolo Fig.»^. 
ABC si conducano alle estremità del lato BC le J'®. 

OB,OC, la somma di queste rette sarà 
degli altri due lati AB , AC del triangolo ABC. 

Si prolunghi BO fino allo incontro del lalo AC io U , 
la linea retta OC è minore della somma di OD • 

( Prop. 8) aggiungendovi di comune BO, sarai, Ais.o; 

BO piu OC minore di BD più DC. 

Si à parimente BD. minore delle due 
aggiungendovi di comune DC , sarà C ® jj. 

minore di B\ più AC. Ma abbiamo dimostrato BO p^u 
OC minore di BD più DC-, dunque con piu ragione sara 
BO più OC minore di BA più AC. « „ 

Quindi M da un punto preso eie. L. »• D. 
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PROPOSIZIONE X. ' 

TBOBEMit. ' ■! 

Se due triangoli abbiano due lati eguali a due lati re- 
spettivamente e V angolo maggiore dell' angolo che è 
contenuto dai lati eguali , avranno ancora il terzo 
lato maggiore del terzo lato. 

Siano i due triangoli ABC e DEF ( fig, 23) che ab- 
biano i due lati eguali respettivaniente , cioè il lato AB 
eguale al lato DE, il lato AC eguale al lato DF, ed ab- 
biano l’angolo B AC maggiore dell’angolo EDF ; dicoche 
H terzo lato BC è maggiore del terzo lato EF. 

Intendasi fatto l’ angolo CAG eguale all’ an^lo in 
D , prendasi AG eguale a DE e tirisi CG , il triangolo 
GAG sarà eguale al triangolo DEF-, giacché questi trian- 
goli anno, per costruzione , un angolo eguale compreso 
tra lati eguali ( Prop. 6); si avrà dunque CG eguale ad 
EF. Possono darsi tre casi secondochè il punto G cade 
fu ora del triangolo ABC o dentro , o sopra il lato BC. 

Primo caso. La linea retta CG è minore di Gl piti 
IG ( Prop. 8) , ìa linea retta AB è minore di Al più IB-, 
dunque GG più AB è minore di Gl più AI più IG più 
IB, ovvero GC più AB minore di AG più BC. Togliendo 
da una parte AB e dall’ altra la sua eguale AG, sarà (Asa. 
5 ) GG minore di DG : ma GC è eguale ad EF ; dunque 
si avrà EF minore di BC. 

Secondo caso. Se il punto G ( fig. 26) cade sopra 
il lato BC , è chiaro che GG o la sua eguale EF sarà 
minore di BC. 

Terzo caso. Se il punto G ( fig. 27 ) cade dentro il 
triangolo ABC, si avrà, seguendo il teorema precedente, 
AG più GG minore di AB più BG. Togliendo du una parte 
AG e dall’ altra la sua eguale AB , resterà GC e la sua 
eguale EF minore di BC. 

Seoho. Reciprocamente se i due lati AB, AC del trian- 
golo ABC sono eguali ai due lati DE , DF del triangolo 
DEF , e se di più il terzo lato CB del primo triangola 
è maggiore del terzo EF del secondo^ dico che l’angolo 
B.\C del primo triangolo sarà maggiore dell’ angolo EDF 
del secondo. 
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Poiclié, se ciò si neghi, bisognerà che T angolo BAC 
sia eguale ad EOF o sia minore di EINP \ nel primo caso ii 
lato GB sarebbe eguale ad EF ( Prop. 6) , nel secondo 
caso GB sarebbe minore di EF: ora l’uno e l’altro sono 
contrari alla supposizione ; dunque BAC è maggiore di 
EDF. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

S« due triangoli ànno i tre lati respettivamente eguali f 
saranno eguali. 

Siano i due triangoli ( fig. 23 ) ÀBG e DEF che ànno 
i tre lati respettivamente eguali, cioè il lato AB eguale a 
DE, il lato AG eguale a DF, ed il lato BG eguale ad EF; 
dico che r angolo A è eguale all’ angolo D, I’ angolo B 
eguale aH’angolo E, e l’angolo C eguale all’ angolo F', quin- 
di lutto il triangolo ABG eguale a tutto il triangolo DEF. 

Poiché se r angolo A fosse maggiore dell’angolo D, 
siccome i lati AB, AG sono respettivamente eguali ai lati 
DE, DF, ne seguirebbe pei teorema precedente che il lato 
BG sarebbe maggiore di EF : e se Tangolo A fosse minore 
di D, ne seguirebbe che il lato BG sarebbe minore dì EF : 
ora ^ è eguale ad EF ; dunque l’angolo A non può essere 
né maggiore nè minore dell’ angolo D ; dunque gli è e- 
guale. Si dimostrerebbe nello stesso modo che I’ angolo 
B è eguale all’ angolo E , e 1’ angolo G all’ angdo F. 

Quindi se due triangoli etc. G. B. D. 

Scolio. Si osserva che gli angoli eguali sono oppo- 
sti ai lati eguali : cosi gli angoli eguali A e D sono op- 
posti ai lati eguali BG, EF. 

PROPOSIZIONE XII. ; 

TEOREMA. 

( 

Jn un triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati eguali 
sono eguali. 

Sia nel triangolo isoscele ABG ( fig. 28) il lato AB eguale rif.t» 
al lato AGj dico che sarà l’angolo G eguale all’ angolo B. 

Dal vertice A tirisi al punto D medio della base .AG 
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la linea AD , i doe triangoli ABD , AOC avranno i lorc 
tre lati respetlivamente eguali , cioè AB eguale ad AG, 
per ipotesi , AD comune , BD eguale a DO, per coslru* 
zione-, dunque sarà (ulto il triangolo ABD eguale a tutto 
il triangolo ABC ( Prop. prec. ) e per conseguenza 1’ ao* 
golo B eguale all’ angolo G. 

Quindi in un triangolo etc. C. 6. D. 

Corollario. Un triangolo equilatero è nel medesimo 
tempo equiangolo , cioè à tutti i suoi angoli eguali. 

Scotio. La eguag ianza dei triangoli ABU, ACD prova 
nello slesso tempo che 1’ angolo BAD è eguale all’ an> 
golo DAC, e che l’angolo EDA è eguale all’angolo ADC, 
e saranno retti ( Def. IO) ; dunque la reità condotta dal 
vertice di un triangolo isoscele al punto medio della base 
i perpendicolare a questa base^ e divide l'angolo al ver- 
tice in due parli eguali. 

In un triangolo non isoscele si prende indiCTeronte- 
mente per base un lato qualunque, ed allora il suo ver- 
tice è quello dell’ angolo opposto. Nel triangolo isoscele 
si prende particolarmente per base il iato che non è e<* 
goale ad uno degli altri due. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Reciprocamente , se in un triangolo due angoli sona 
e^ali , t lati opposti saranno eguaH , ed il triangolo 
sarà isoscele. 

Sia il triangolo ABC ( /?g. S9) che abbia 1’ angolo 
ABC eguale all’ angolo ACB -, dico che il lato AC sarà 
eguale al iato AB , ed II triangolo sarà isoscele. 

Poiché se questi non sono eguali , sia AB il maggio- 
re. Prendasi BD eguale ad AC e tirisi DC. L’angolo DBG 
è , per ipotesi , eguale .oil’ angolo ACB : i due lati DB, 
BC sono eguali ai due AG, BC; dunque il triangolo ACB 
{Prop.S) sarebbe eguale al triangolo DBG : ma la parte 
non può essere eguale al tutto ; dunque i due lati do- 
vranno essere eguali, e per conseguènza il triangolo ABC 
é isoscele. 

Quindi se in im triangolo etc. C. B. D. 
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TEOBEMA. • 

In ogni triangolo al maggiore angol^pposto il lato mag- 
giore^ e reciprocamente al lato maggiore è opposto l’an- 
golo maggiore, 

.1.“ Sia l’angolo C maggiore dell’angolo B ( /?g. 30); 
dico che il lato AB opposto ali’ angolo C è maggiore del 
lato AG opposto all’ angolo B. 

Intendasi Tatlo 1’ angolo BCD eguale all’ angolo ABC ; 
nel triangolo BDC si avrà ( Prop. 13) BD eguale a DC. 
Ma la linea retta AG è più corta di AD più D< , ed AD 
più DG è eguale ad AD più BD, poiché si è dimostrato 
BD essere eguale a DC , ed AD più BD è il iato AB ^ 
dunque AB è maggiore di AG. 

2.® Sia il lato AB maggiore di AG ; dico che l’an- 
golo G opposto al luto AB sarà maggiore dell’ angolo B 
opposto al lato AG. 

Poiché se si avesse C minore di B , ne seguirebbe 
da ciò che si è dimostrato AB minore di AG *, lo che è 
contro la supposizione. Se poi fosse 1’ angolo G eguale 
all’ angolo B , ne seguirebbe ( Prop. 13 ) AB eguale ad 
AG io che pure é contro la supposizione. Dunque l’aa- 
golo G bisogna che sia maggiore dell’ angolo B. 

Quindi in un triangolo etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Da un punto dato fuora di una retta indefinita non si 
può condurre che una sola perpendicolare a questa retta. 

Sia la linea retta DE(^^. 31) ed il punto fuora di 
essa A ; dico che dal punto A una sola perpendicolare 
può condursi alla retta DE. 

Suppongasi che se ne possano condurre due AB, AG; 
prolunghisi una di esse, e sia AB, e facciasi BF eguale 
ad AB, tirisi la CF. 

11 triangolo CBF è eguale al triangolo ABC, poiché 
1’ angolo CBF è retto al pari di CBA , il lato GB è co- 
mune , ed il lato BF eguale al lato BA. 

Lcgenorb Geom. Piana. 4 
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Dunque questi IriangoH essendo eguali ( Prop. 6) ne 
segue che 1’ angolo BCF è eguale all’angolo BCA. L’an- 
golo BOA è retto per ipotesi -, dunque t’ angolo BCF lo 
è pure. Ma se gli ;ìe||oIì adiacenti ItCA , BCF equival- 
gono insieme a due angoli retti , bisogna che la linea' 
ACF sia retta ( Prop. 4) *, 'donde resulta che per i due 
medesimi punti A ed F si possono condurre due linee 
rette ABF , ACF , il che è impossibile ( Ass. 4) •, dun- 
que è parimente impossibile che da un medesimo punto 
siano condotte due perpendicolari sopra la medesima li- 
nea retta. Quindi da un punto ctc. C. B. D. 

Scolio. Da un medesimo punto C { fig. 47) dato sopra 
la linea AB è similmente impossibile di condurre due 
perpendicolari a questa linea : perchè se potessero con- 
dursene due, e siano CD, CE queste due perpendicolari, 
r angolo DCB sarebbe retto, come pure BCE -, ma que- 
sto è assurdo , poiché la parte sarebbe eguale al tutto. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOBBMa. 

Se da un punto situato fuora di una retta si conducano 
la perpendicola'^e e differenti obblique a differenti punti 
della stessa retta , la perpendicolare sarà la minore ; 
le due obblique condotte da una parte e dall'altra della' 
perpendicolare a distanze eguali saranno eguali ; delle 
alti e obblique poi, quella che si allontana di più dalla 
perpendicolare sarà la massima. 

Sia il punto A (fig. 5/) situato fuora della retta DE, 
e si tirino la perpendicolare AB e diflerenti obblique AE,* 
AC, AD -, dico essere la perpendicolare AB minore di tutte 
le altre obblique -, le due obblique AC , AE , condotte 
da una parte e dali’ altra della perpendicolare a distan- 
ze eguali BC, BE essere eguali •, e le altre obblique poi 
AC ed AD o AE ed AD condotte comunque , quella che 
si allontana di più sarà la massima , come AD. 

Prolunghisi la perpendicolare AB di una lunghezza BF 
eguale ad AB , ed iiniscansi le FC, FD. 

1.® Il triangolo BCF è eguale al triangolo BCA , per- 
chè l’angolo retto CBF è eguale all’angolo CBA, al lato 
(!B è comune, cd il -lato BF eguale al lato BA •, dunque 
{Prop. f!) il terzo lato CF è eguale al terzo lato CA. Ora' 
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ABF linea retta è più corta di ACF linea spezzata-, dun-^ 
que AB metà di ABF è più corta di AC mela di ACF {■ 
dunque la perpendicolare è più corta di ogni obbliqua. 

2. “ Se si suppone BE eguale a BC, siccome si à inol- 
tre AB di comune, l’angolo ABC eguale all’ angolo ABE, 
ne segua che il triangolo ABC è eguale al triangolo ABEj 
dunque i due lati AE, AC sono eguali; dunque due ob- 
blique che si allontanano egualmente dalla perpendicolare 
sono eguali. 

3. ® Nel triangolo DFA isoscele la somma delle linee AC, 

CF ( Prop. p ) è minore della somma di AD e DF-, dun- 
que AC metà di ACF è minore di AD metà di ADF \ 
dunque le obblique che si allontanano di più dalla per- 
pendicolare sono le maggiori. 

Quindi se da uh punto etc. C. B. D. 

1 . ® Corollario. La perpendicolare misura la vera di- 
stanza da un punto ad una retta , poiché dessa è più 
corta di ogni obbliqua. 

2. ® Da un medesimo punto non si possono condurre ad 
nna medesima retta tre linee rette eguali -, poiché, se ciò 
fosse , vi sarebbero da una medesima parte della per- 
pendicolare due obblique eguali , lo che è impossibile . 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

Se dai punto medio di una retta si alzi una perpendi- 
colare sopra questa retta , ogni punto della perpendi - - 
colare sarà egualmente distante dalle due estremità della 
linea., ed ogni punto situato faora della perpendicolare 
sarà disegualmente distante dalle medesime estremità. 

Se dal punto C ( fig. 32) medio della retta AB si alzi rig.si. 
la perpendicolare EF i dico che ogni punto di questa per- 
pendicolare sarà egualmente distante dalle due estremità 
della linea AB ; ed ogni punto situato fuora della per- 
pendicolare sarà disegualmente distante dalle medesime 
estremità A e B. 

Imperciocché siccome si suppone AC eguale a CB, lo 
due obblique AD, BD si allontanano egualmente dalla per- 
pendicolare ; esse dunque sono eguali ; lo stesso accade 
per le due obblique AE , EB , per le due AF , FB etc. 
quindi ogni punto della perpendicolare è egualmente di- 
stante dalie estremità A e B. 
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Sia 1 un punto fuori della perpendicolare ; se si lìnnd 
|\ IB, una di queste linee taglierà la perpendicolare in 
D ; e tirando DB si avrà DB eguale a DA. Ma la linea 
retta IB è più corta che la'^ea speziata ID più DB, ed 
ID più DB è eguale ad ID più DA ovvero ad lA-, dunque 
IB è minore di lA -, dunque ogni punto fuora della per- 
pendicolare è disegualmente distante dalle estremila A,B. 

Quindi se dal punto medio etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XVIII, 

TEOBBMA. 

Due triangoli rettangoli sono eguali quando ànno 
la ipotenusa eguale ed un lato eguale. 

m$. ss. Sia la ipotenusa AC (, fig. 33 ) eguale alla ipotenusa 
DF, ed il lato AB eguale a DE*, dico che il triangolo ret- 
tangolo ABC sarà eguale al triangolo rettangolo DEF. 

La eguaglianza sarebbe manifesta se il terzo lato BC 
.fosse eguale al terzo EF. Suppongasi, se è possibile, che 
questi lati non siano eguali , e che BC sia il maggiore. 
Prendasi BG eguale ad EF, e tirisi AG. Il triangolo ABG 
è eguale al triangolo DEF , perchè 1’ angolo retto B è 
eguale all’ angolo retto E, il lato AB eguale a DE, ed il 
lato BG è eguale ad EF', dunque questi due triangoli sono 
eguali ( Prop. 6), e si à per conseguenza AG eguale a 
DF i ma, per ipotesi, DF è eguale ad AC ; dunque AG e 
eguale ad AC. Oltracciò la obbli iua AC non può essere 
eguale ad AG ( Prop. i6') giacché più lontana dalla per- 
pendicolare AB-, dunque è impossibile che BC differisca da 
EF i dunque il triangolo ABC è eguale al triangolo DEF. 

Quindi due triangoli etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

In ogni triangolo la somma dei suoi ire angoli é eguale 
a due angoli retti. 

rtg. ss. Sia ABC il triangolo ( fig. 33") ; dico che la somma 
dei tre angoli ACB , CBA , BAC è eguale a due angoli 
retti. 
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Net triangolo proposto ABC supporremo (a) che BA 
eia il lato maggiore e BC ii minore , e che per conse- 
guenza ACB sia I’ angolo maggiore e BAC il minore ^ 

( Prop. 44). Pel punto A e pel punto I medio del lato 
opposto BC tirisi la retta AI che prolunghisi in C', tino 
a che sin AC' eguale ad AB. Prolunghisi aimitmente AB 
in 6' , fino a che sia AB' doppia di Al. 

Se si denotino con A , B , C i tre angoli d'*! trian- 
golo ABC , e similmente con A', B', C' i tre angoli del 
triangolo .AB'C', dico che si avrà 1’ angolo C' eguale al- 
1’ angolo B piu I’ angolo C , e I’ angolo A eguale ad A' 
più B', dal che resulta A più B piu C eguale ad A' più 
B' piu C'^ cioè a dire che la somma dei tre angoli è la 
stessa nei due triangoli. 

Facciasi AK eguale ad AI e congliingasi C'K, si avrà 
il triangolo (?AK, eguale al triangolo BAI, poiché in questi 
due triangoli 1’ angolo comune A è compreso Ira luli ri- 
speltivamente eguali^ cioè AC' eguale ad AB cd AK eguale 
ad AI. Dunque il terzo lalo C'K è eguale al terzo lalo 
BI, e quindi anche l’ angolo AC'K è eguale ad ABC , e 
1’ angolo AKC' eguale ad AlB. 

Dico ora che il triangolo B'C'K è eguale al triangolo 
ACI ; perchè la somma dei due angoli adiacenti AKC' più 
C'KB' è eguale a due angoli rei ti ( Prop. 8) al pari della 
somma dei due angoli AlC, AlB, sollraeiuJo da mia parte 
e dall’ altra gli angoli eguali AKC', AlB, resterà l’angolo 
C'KB' eguale ad AiC. Questi angoli eguali nei due Iriangoli 
sono compresi tra lati respellivamenle eguali , cioè C'K 
eguale ad IB eguale ad IC, e KB' eguale ad AK eguale 
ad Al, giacehè per costruzione AB' è eguale a 2A1 eguale 
a 2\K. Dunque i due triangoli B'KC' , CAI sono eguali 
( Prop. 6'), e perciò il lalo C'B' eguale ad A'.*, l’aiigolo 
B'C'K eguale ad ACB e l’angolo KB'C' eguale a t^AI. 

Segue da ciò: l.” che 1’ angolo aC'B' disegnato con 
C', è composto da due angoli eguali agli angoli B e G 
del triangolo ABC, e che perciò si à C' eguale a B più Cj 
2." che l’angolo A del triangolo BAC è composto dall’ an- 
golo A', ossia C'AB' che appartiene al triangolo AB’C', e 
dall’angolo C.Al eguale all’angolo B' dello stesso triangolo, 
ciò che dà A eguale ad A' più B' \ dunque sarà A piu B 

(a) Questa supposizione non esclude il caso in cui il lato 
mùito AC fosse eguale ad uno degli estremi AB o BC. 
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più (ì eguale ad A' piu B' più C'. D’ altronde perchè si 
à per ipotesi AC minore di AB , per conseguenza C'B^ 
minore di AC', si vede che nel triangolo AC'B' rangola 
A , disegnato da A' è minore di B', e siccome la som- 
ma di questi due angoli è eguale all’ angolo A del trian- 
golo proposto , cosi ne segue che si à 1’ angolo A' mi- 
nore della metà dell’ angolo A. 

Se si applichi la stessa costruzione al triangolo AB'C', 
per formare un terzo triangolo Ali", B", del quale gli an- 
goli sono disegnati con A", B", C", si avranno similmente 
le due eguaglianze, cioè l’angolo C" eguale a C' più B', 
A' eguale ad A" più B" , dal che resulta A' più B' più 
C' eguale ad A" più B" più C". Quindi la somma dei 
tre angoli è la stessa in questi triangoli. Si avrà ancora 
l’angolo A" minore della metà dell’ angolo A' e per con- 
seguenza A" è minore della quarta parte dell’angolo A. 

Continuando indefinitivamente la serie dei triangoli 
AC'B', AC"B" etc. si arriverà ad un triangolo abe nel quale 
la somma dei tre angoli sarà sempre la stessa che nel 
triangolo proposto ABC, e che avrà I’ angolo a più pic- 
colo di qualunque termine della progressione decrescente 

2 ^ ' 1 ^ ’ 8 ^ 

Si può dunque supporre questa serie di triangoli pro- 
lungata fino a che l’ angolo a sia minore di qualunque 
angolo dato. E se per mezzo del triangolo afte si costrui- 
sca il triangolo seguente a'à'c', la somma degli angoli a' 
più V di questo triangolo sarà eguale all’ angolo a , e 
sarà per conseguenza minore di qualunque angolo dato; 
dal che si vede che la somma dei triangoli del triangolo 
a'à'c' si riduce quasi al solo angolo c'. 

Per avere la misura precisa di questa somma, pro- 
lunghiamo a'c' verso d', e chiamiamo ar' l’angolo esterno 
à'c'd', questo angolo x' unito all’ angolo & del triangolo 
a'6'c', fa una somma eguale a due angoli retti ( Prop. 2)\ 
e perciò disegnando 1’ angolo retto (;on D , si avrà c'= 
2D — a;' /dunque la somma degli angoli del triangolo a'à'c' 
sarà 

2D -f a' + 6' — x>. 

Ma si può concepire che il triangolo a'c'à' varia nei- 
suoi angoli e nei suoi lati in modo da rappresentare i suc- 
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cessivi triangoli die nascono uUeriorinente colla stessa 
costruzione , e che si approssimano di piìi in piu al li- 
mite in cui gli angoli a‘ e 6' sarebbero nulli. 

. In questo limite la retta a'dà' confondendosi con 
i tre punti oVò', finiscono con essere esattamente in linea 
retta : allora gli angoli l/ cd x* divengono nulli nello 
stesso tempo che l’ angolo o, e la quantità 2D-j-o'-j-6' — a/, 
che misura la somma dei tre angoli del triangolo aVà' 
si riduce a 2D *, dunque in ogni triangolo la somma dei 
suoi tre angoli è eguale a due angoli retti. C. B. D. 

Corollario I. Due angoli di un triangolo essendo dati, 
o solamente la loro somma , si conoscerà il terzo sot- 
traendo la somma di questi angoli da due angoli retti. 

IL Se due angoli di un triangolo sono respeltiva- 
mente eguali a due angoli di un altro triangolo, sarà il 
ferzo dell’uno eguale al terzo dell’altro, ed i due trian- 
goli saranno equiangoli tra di loro. 

III. In un triangolo non vi può essere che un solo 
angolo relto , poiché se ve ne fossero due, il terzo do- 
vrebb' essere nullo ; e con più ragione un triangolo non 
può avere che un angolo ottuso. 

IV. In ogni triangolo rettangolo la somma dei due 
angoli acuti è eguale ad un angolo retto (a). 

V. In ogni triangolo equilatero ogni angolo è il terzo' 
di due angoli retti o due terzi di un retto. Dunque se 
l’angolo retto è rappresentato da 1, l’ angolo del triangola 



equilatero lo sarà da— . 

O 

0 

VI. In ogni triangolo se si prolunga il Iato AB verso 
D , r angolo esterno CBD sarà eguale alla somma dei 
due interni opposti A , G , poiché aggiungendo di co-' 
mune ABC, le due somme sono eguali a due angoli retti. 



(a) E se il triangolo rettangolo è isoscele , allora cia^ 
tcun 0 dei due angoli acuii è eguale alla metà di un retto, 

- ( In Tha». ) 
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PROPOSIZIONE XX. 

TEOBEMA. 

Za somma di tutti gli angoli interni di un poligono i 
eguale a tante volle due angoli retti , quante unità vi 
sono nel numero dei suoi lati meno due. 

Sia ABCDEFG ( pg. 42 ) il poligono proposto ; dico 
che lu somma di lutti gli angoli interni ABC, BCD ... etu. 
è eguale a tante volte due angoli retti, quante miilà vi 
S 0 I .0 nei numero dei suoi due iati menu due. Se dal ver- 
tice dell’ angolo A si conducano a tutti ì vertici degli 
angoli opposti le diagonali AC, AD...etc. è facile il ve- 
dere che il poligono resta diviso in tanti triangoli , quanto 
è il numero dei suoi lati meno due; peadiè questi trian- 
goli possono essere considerali comi; aveiili per vertice 
comune il punto A e per busi i differenti lati del poli* 
gono, eccettuali solo i due AB ed AC che formano l’an- 
golo BAC. Si vede nel medesimo tein|>o che la somma 
degli angoli di tutti questi triangoli non diOerìscc punto 
dalia somma degli angoli del poligono. Dunque questa 
ultima somma è eguale a tante volle due angoli retti , 
quanti sono i triangoli, e vale a dire quante unità sono 
nel nuntero dei lati del poligono meno due. 

Corollario /.** La somma degli angoli di un quadrila- 
tero è eguale a due angoli retti moltiplicati per 4—2; ciò 
che fa quattro angoli retti ; dunque se tutti gli angoli dì 
un quadrilatero sono eguali , ciascuno di loro sarà un 
angolo retto ; lo che giustifica la definizione XVII ove si 
è presupposto che i quattro angoli di un quadrilatero so- 
no retti nel caso si del rettangolo , che del quadralo. 

Coro/Zario //.” La somma degli angoli di un pentagono 
è eguale a due angoli retti mollii>iicati per 5 — 2; lo che 
ia 6 angoli retti ; dunque allorché un pentagono sia equi^ 
angolo j ciascun angolo è eguale al quinto di sei anguU 

6 

retti ovvero ai -- di un angolo retto, 
o 

Corollario La somma degli angoli di un esagono è 
di 2 X ( ) ovvero di 8 angoli retti ; dunque nello 

esagono equiangolo ciascun angolo è il sesto di 8 angoli 

4 

retti o sivvero i ^ di aa angolo reiltOt 
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Scolio. Se si Tolesse ( fig. 43) applicare questa prap(^ 
sizionu ai poligoni che anno uno o più angoli rientranti, 
bisognerebbe considerare ciascun angolo rientrante co- 
me essendo maggiore di due angoli^ retti. Ma per arpot* 
di semplicità non considereremo qui ed In seguito se non 
che i) 0 !igoni ed angoli salienti^ che si posson chiamarti , 
ancora poligoni convessi. Ogni poligono contesso è tate 
che una linea retta condotta come si vorrà non può in- 
contrare il contorno di questo poligono se non che iq 
due punti (a)< 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOBEMA« 

8e due linee rette sono perpendicolari ad una terza ret^ 
ta., queste due linee saranno parallele, vale a dire che 
non si potranno incontrare a qualunque distanza si 

prolunghino. 

Siano le due linee rette {ftg. 36) AB, CD perpeniJi- f 
colari alla terza FG ; dico che le due linee AB, CD sa- 
ranno parallele , cioè che non si potranno incontrare q 
qualunque distanza si prolunghino { Def. 43 ). 

Poiché , se ciò non è , allora prolungate dovrebbero 
incontrarsi in un punto 0 , ed esisterebbero perciò duo 
nerpendicolari OF , OG , abbassale dal medesimo j^nto 
0 sopra la stessa linea retta FO -, ciò è impossibile { Prop, 

43)- Quindi se due linee rette etc. C. B. D. 

(a) È utile fare notare che tutti gli àngoli esterni 
di un poligono sono eguali a quattro retti. .... 

Generalmente parlando se prolunghinsi tuttt t late 
di un poligono, ogni angolo interno con lo adiacente e- 
sterno è eguale a due retti ; dunque gli angoli mlerni in- 
gieme agli esterni di un poligono sono eguali a tante volte 
due retti , quanti sono i lati del poligono ; ma per bs 
dimostrato teorenus gli angoli interni solamente sono e- 
guali a tante volte due retti , quanti sono i lati mena 
due , ovvero meno 4 retti ; quindi questa costante diffe- 
renza fra gli angoli interni ed esterni e iriterni *o/t, 
é il valore degli angoli esterni di qwbtnque poligono. 

Tbad. 

Legbndbe Geom, Piana * ^ 
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TEOBEMi» . 

5e due linee rette fanno con ma terza due angoli inter- 
ni , la cui somma sia eguale a due angoli retti , le 
due rette saranno parallele. 

rig.se. Siano le doe linee rette ( fig. 36) AB, CD, che fac- 
ciano con la terza linea EF i due angoli interni, e dalla 
medesima parte BEF, DFE eguali insieme a due angoli 
retti dico le linee AB , CD essere parallele. 

' Se gli angoli BEF , DFE fossero òguali , sarebbero 
l’uno e l’altro retto -, quindi ciascuna delle due linee AB, 
CD sarebbe perpendicolare alla terza EF , e perciò pa- 
rallela ( Prop.prec. ). Suppongasi dunque che essi siano 
diseguali -, dal punto E, vertice del maggiore angolo in- 
tendasi a1)bassata la FG perpendicolare ad AB. Nel trian- 
golo FGE rettangolo in G la somma dei due angoli acuti 
FEG piu EFG è eguale ad un retto ( Prop. /9, Cor. 4)\ 
questa somma essendo tolta dalla somma BEF più EFD, 
eguale per ipotesi a due angoli retti , resterà I’ angolo 
DFG eguale ad un angolo retto. Dunque le due AB, CD 
' essendo perpendicolari alla stessa linea FG, saranno pa- 
Tallele ( Prop. 21 ). 

Quindi se due linee etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXI li. 

TEOBEMA. 

& due linee rette fanno con una terza retta, due angoli 
interni dalla medesima parte , la cui somma sia mi- 
nore 0 maggiore di due angoli retti., le due linee rette 
prolungate sufficientemente dovranno incontrarsi. 

Fi,.!?. Siano le due linee rette { fig. 37) AB, CD, che faccia- 
np, con la terza reità EF .i due angoli interni dalla me- 
desima’ parte BEF, DFE, la cui somma è minore di due 
angoli retti ; dico le rette AB , CD prolungale dovran- 
no incontrarsi -, similmente dico s’ incontreranno se for- 
mano gli angoli AEF , CFG dalla stessa parte , la cui 
sómma è maggiore di due angoli retti. 

1." Sia la somma BEF più EFD minore di due angoli 
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ietti \ intendasi tirata FG in maniera che t’ angolo EFG 
sia eguale ad AEF, si avrà la somma BEF più EFG eguale 
alla somma BEF più AEF, e per conseguenza eguali a duè 
angoli relli i e poiché BEF più EFD è minore di due angoli 
retti, cosi la retta DF sarà compresa nell’ angolo EFG.. 

Per il punto F tirisi una obbliqiia FM che incontri AB 
in M, l’angolo AMF sarà eguale a GFM , poiché aggiun- 
gendo di comune la stessa quantità EFM più FEM, le due 
somme sono eguali, ciascuna a due angoli retti. Prendasi 
in seguito MN eguale ad FM e congiungasi FN, l’angolo 
AMF esterno al triangolo FMN, è eguale alla somma dei 
dqe interni opposti MFN , F^M ( Prop. 10^ Cor. 6 ): ma 
questi sono eguali fra loro, come opposti ai lati eguali 
MN , FM •, dunque 1’ angolo AMF o il suo eguale MFC 
è doppio di MF.N -, quindi la retta FN divide in due parti 
eguali l’angolo GFM ed incontra la linea AB^ al punto N 
posto alta distanza MN eguale ad FM. 

Ne segue dalla medesima dimostrazione , che se si 
prenda Nlf eguale ad FJN) si determinerà sulla linea AB 
il punto P, ove termina la retta TP che fa 1’ angolo GFP 
eguale alla metà dell’ angolo GFN o al quarto dell’ an- 
golo GFM. 

Si possono, dunque prendere successivamente la metà, il 
quarto, la ottava parte etc. dell’angolo GFM, e le linee che 
operano questa divisione incontrano la linea AB in punti di 
più in più distanti, ma facili a determinare \ poiché MN e- 
guale a FM, NP eguale a FN, PQ eguale a PF etc. Si può 
anche osservare che ogni distanza di uno di questi punti 
d’interseziione dal punto fisso Fi non è affatto doppia della 
distanza del punto d’ intersezione precedente; poiché F.N, •’ 
per esempio, è minore di FM più MN, ovvero di 2FM-, 
luilmente FP è minore di 2FN, FQ è minore di 2FP etc. 

Ma continuando u suddividere I’ angolo GFM in ragio- 
ne doppia, si arriverà ben tosto ad un angolo GFZ mi- 
nore dell’ angolo dato GFD , e sarà ancor vero che FZ 
prolungata incontra AB in nn punto determinalo ; dun- 
que con più ragione la retta FD, compresa nell’ angolo 
EFZ , incontrerà AB. 

2.“ Sia la somma dei du.'» angoli AEF più CFE mag- 
giore di due angoli retti ; prolunghisi AE verso B eCF 
verso D, la somma dei quattro angoli AEF, BEF, (iFE, 
EFD sarà eguale a quii Uro angoli retti ; dunque se da que- 
sta somma si tolga AEF più GFE maggiore di due retti, 
ccslerà la somma BEF più EFD minore di dire angoli ret- 
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ti. Dunque secondo il primo o)so le lince EB , FD prò- 
luDgale sufllcientemente debbono iocontrarsi. Quindi m 
duf linee etc. C. B. D. 

Corollario. Per un punto dato non si può tirare che 
' pna sola parallela ad una linea data AB, poiché avendo 
tirato FE ad arbitrio , non vi è che una linea FG che 
faccia la somma dei due angoli B£F più EFG eguale a 
due angoli retti ; ogni altra linea FD farebbe la somma 
dei due angoli BEF, EFQ maggiore o minore di due an- 
goli retti, ed incontrerebbe per conseguenza la linea AB. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

XEO.REMA. 

Se due linee parallele sono intersecate da una terza li- 
nea , la somma degli angoli interni dalla slessa parie 
sarà eguale a due angoli retti. 

»*• Siano, le due linee parallele (fig. 38) AB, CD inter- 
secate dalla terza EF; dico la somma degli angoli interni 
AGO , GOC sarà eguale a due angoli retti. 

Poiché, se ciò non fosse, allora tale somma dovrebbe 
essere o maggiore o minore di due angoli relli , e Ip 
linee ÀB, CD s’ incontrerebbero da una parte o dall’ al- 
tra ( P' op. 23. ) e noji sarebbero parallele Quindi se due 
linee etc. C. B. D. 

Corollario /.“ Se 1’ angolo GOG è retto, 1’ angolo AGO, 
dev’ esserlo pure*, dunque ogni linea retta perpendicolare 
ad una delie parallele è perpendicolare ancora aH’altra. 
Corollario Il.° Poiché la somma AGO più GOC è e- 
\ guale a due angoli retti, e che la somma GOD più GOC 
^ pure eguale a due angoli retti, se si tolga da una parte 
dall’ altra il comune angolo GOG, resterà l’angolo AGO 
e^ale all’ angolo GOD. D’altronde AGO è eguale a BGE 
e d©D é eguale a COF ( Prop. S ) ; dunque i quattro 
angoli acuti AGO , BGE , GOD, COF sono eguali fra lo- 
ro-, a^ade lo stesso dei quattro angoli ottusi AGE, BGQ, 
CQOfDOF. Si può osservare di più che sommando uno 
dfm quattro angoli acuti con uno dei quattro augoli ot- 
tusi , la somma sarà sempre eguale a due angoli retti. 

Scolio^ Gli angoli, dei quali abbiamo ptarlato, parago- 
oati due a due prendono differenti nomi. Abbiamo già 
chiamati gli angoli AGO, GOC interni da una medesima 
porle; gli angoli BGO e GOD àjino il medesimo nome gii 
angoli .AGO, GOD si chiaoiaao oWcrni-mle/ ni o semplice-. 
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mente atterni, e così pure gli angoli BGO, GOC. Final- 
mente si chiamano interni-esterni gli angoli EGB, GOD, 
oppure EGA , GOC •, ed altemi-esterni gli angoli EGB , 
COF, oppure AGE, DOF. Ciò posto, si possono riguar- 
dare le seguenti proposizioni come già dimostrate. 

Gli angoli interni da una medesima parte presi 
insieme sono eguali a due angoli retti. 

2. ''Gli angoli alterni-inlerni sono eguali, come pure 
gli angoli interni-esterni e gli angoli alterni-estern'. 

RecìproGamente se in questo secondo caso due angoli 
del medesimo nome sono eguali, si può conchiudere che 
le linee pile quali si rappresentano sono parallele. Sia , 
per esempio, 1’ angolo AGO eguale a GOD, perchè GOC 
più GOD è eguale a due retti , si avrà pure AGO più 
GOC eguale a due angoli retti ^ dunque ( Prop. 22 ) le 
linee AG, CO sono parallele. 

^ . PROPOSIZIONE XXV. 

TEOBEAU . 

Si due linee rette sono parallele ad una terza^ 
sono parallele fra loro. 

Siano le due linee rette ( fig. 39) AB, CD parallele alla 
terza £3^' *, dico che le due linee sono paralleie fra loro. 

Tirisi la secante RQP perpendicolare ad EF. Poiché 
AB è parallela ad EF, la secante PR sarà perpendicolare 
ad AB ( Prop. 24., Cor. 4 ) -, parimente, poiché CD è pa- 
rallela ad EF , la secante PR sarà perpendicolare a CDj 
dunque AB e CO sono perpendicolari alla medesima li- 
nea retta PQ ; dunque esse sono parallele ( Prop. 2i). 
(Quindi se due linee etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXVI. 
teobema. 

Pue parallèle sono da per tutto egualmente distanti. 

Siano le due linee ( fig. 40 ) AB, CD parallele*, dico fì< 
che saranno da per tutto equidistanti. 

Se da due punti presi ad arbitrio s’ innalzino sopra 
AB le due perpendicolari EG, FH, le rette EG, FH saran- 
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no nel medesimo tempo perpendtcoiari a DC ( Prop. Zi ); 
dico di più che queste rette saranno eguali tra loro. 

Poiché tirando GF, gli angoli GFE , FGH , considerali 
per rapporto alle parallele AB, CD, saranno eguali come 
ulterni-interni [Scoi. Prop.Z4) \ parimente, poiché le rette 
EG, FH sono perpendicolari ad una medesima retta AB,, 
ed in conseguenza parallele fra loro, gli angoli EGF,GFH, 
considerati per rapporto alle parallele GE,FH, saranno, 
egicili come allerni-interni dunque i due triangoli EFG, 
FGH anno un lato comune FG adiacente a due angoli re- 
spetlivamente eguali ; dunque questi dne triangoli sono 
eguali ( Prop, 7) j dunque il lato EG che misura la di- 
stanza nelle parallele AB, CO dal punto E, é eguale al 
lato FH che misura la distanza di queste medesime pa- 
rallele dal punto F. Quindi due parallele etc. C. B, D. (a). 



(a) In conseguenza di quanto dicemmo avanti, leg> 
gali in questa nota la teorica delle parallele secondo l'an-, 
damento di Euclide. 

PROPOSIZIONE A. 

TEOREMA, 

Prolungandosi un lato di qualunque triangolo , l’ angolo, 
esterno é maggiore di qualsivoglia dei due iuterni edj 
opposti. 

Sia il triangolo ABC ( tavola 7 bis , fig. l), ed un. 
lato BC di esso si prolunghi in D; dico l’angolo esterno, 
ACD essere maggiore di queUsivoglia dfi due interni ed’ 
opposti , cioè a dire CBA , BAC. 

Infatti inleMasi divisa per metà la AC in E:, e la- 
congiunta BE prolunghisi in F; e pongpisi la EF eguale alla 
BÉ } con giungasi ancora FG, e la AC prolunghisi in G. 

Perciocché la AE è eguale alla EC, e la BEalla EF , 
le due A E, EB sono eguali alle due CE, EF respelliva- 
tnente, e l’angolo AEB è eguale all’ angelo CEF, essendo 
opposti al vertice; adunque la base AB è eguale alla base 
FC, il triangolo AEB eguale, al triangolo CEF, ed i ri- 
manenti angoli eguali ai rimanenti angoli respiUivamenle; 
onde l’angolo BAE è eguale all’angolo ECF ; dunque l’an- 
golo ACD è maggiore dell’angolo BAC. Smilmenle duiso: 
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Proposizione xxvii. 

TEOREMA. 

'Se due angoli ànno i lati paralleli respeltivamenU e di- 
retti nel medesimo senso , questi due angoli saranno 
eguali. 

Siano i due angoli ( fig. 4! ) BAC , DEF che ànno il 
lato AB parallelo al lato DE, il lato AG parallelo al isdo 



per metà la retta ÈC ; si dimostrerà eziandio P angolo ' 
BC6 cioè ACD [ che sono eguali fra loro , perchè op- 
posti al vertice'\ maggiore dell’ angolo ABC. Laonde pttH 
lungandosi etc. G. B. D. 

PROPOSIZÌONE B. 

TEOREMA. 

Se cadendo una lìnea retta sopra due altre lince rette 
faccia gli angoli altèrni fVa loro eguali , queste rette 
daranno parallele. 

La linea reità EF cadendo ( tav. ’l bis, fig. 2 ) sopra 
le due AB , CD, faccia gli angoli alterni AGO., GOD 
fra loro eguali ; dico la linea t ella AB essere paraUela ' 
alla CD. ' 

Perciocché te non è parallela , le AB , CD prolungate 
concorreranno insieme o verso la parte BD o verso la 
parte AC : si prolunghino e concorrano dalla parte BD 
in un punto X. Adunque V angolo esterno AGO ( Prop. 

A ) del triangolo XGO è maggiore detto interno ed oppo- 
sto GOX ; ma gli è eguale , ciò che è impossibile. Onde 
le rette AB , CD prolungate non concorreranno dalla 
parte BD; e si dimostrerà parimente non concorrere dalia 
parte AC. Ma quelle rette che prolungate non concorro- 
no in alcuna dette parti , sono fra loro parallele *, dun- 
que AB é parallela a CD. Quindi se cadendo una linea 
etc. G. B, D. 
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EF -, dico 1’ angolo BAC essere eguale all’ angolo BEF. 
Prolunghisi , se è necessario , DE finché incoutri AC 



PROPOSIZIONE C. 

TEOBEMA* 

Se cadendo una linea retta sopra due altre linee retto 
faccia r angolo esterno eguale allo interno ed opposto 
dalla medesima parte, ovvero gli angoli interni e della 
medesima parte eguali a due retti , queste rette sa- 
ranno parallele. 

La linea velia tav. 7 bis, fìg. 3) cadendo $opra U 
due velie AB^ CD faccia l'angolo eslevno EGB eguale aliai 
inlerno ed opposto dalla medesima parte GOl ) , ocvevo 
gli angoli interni e dalla medesima parie BGO, GOD e~ 
guati a due velli ; dico la linea AB esser parallela a CD. 

Infatti, poiché l’angólo EGB è eguale all'angolo GOD, 
ed allo stesso EGB è eguale l' angolo AGO, perchè appo-/ 
sii al vertice, sarà ancora l' angolo AGO eguale all'an^ 
goto GOD : ma sono alterni ; dunque AB è parallela a 
CD ( Prop. B ). Olire a ciò, poiché gli angoli BGO, GOD 
si sono supposti eguali a due reni, gli angoli AGO', BGO' 
sono ancora eguali a due retti; saranno gli angoli AGO, 
BGO eguali agli angoli BGO, GOD ; tolgasi il comune 
angolo BGO, sarà il rimanente AGO eguale al rima- 
nenie GOD: ma sono alterni; dunque la AB sarà poH 
rallela alla CD. Quindi se cadendo eie. G. B. D. 

PROPOSIZIONE D. 

tEOBEMA. 

Cadendo una linea retta sopra le linee rette parallele ,• 
farà gli angoli alterni fra loro eguali, lo esterno eguale 
allo interno ed opposto e dalla medesima parte •, e 
gl’ interni e dalla medesima parte eguali a due retti. 

Cada sopra le linee fette parallele AB, CD(lav. 7 bis, fig, 
Ì)la linea velia EE ; dico gli cmgoti alterni AGO, GOD es- 
sere eguali fra loro; e l'angolo esterno EGB eguale alto in- 
terno ed opposto c ddìa medesima parte GOD; e jl» an- 
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In G ; rangole DEF è eguale a DGC, come interni-esterni , 
essendo £F parallela a GG ( iVop. ; ma l’ angolo DGC 



^oli interni e dalla medesima parte BGO^ GOD eguali a 
due retti. 

Perciocché se non é l* angolo AGO eguale all’ angolo 
GODy uno di essi sarà maggiorcy e sia AGO maggiore. 

E perchè l'angolo AGO è maggiore dell'angolo GOD, ag- 
giungasi di comune BGO; gli angoli dunque AGO, BGO 
sono maggiori degli angoli BGO, GOD. Ma gli angoli AGO, 
BGO sono eguali a due retti [ poiché ogni retta che ne incon- 
tra un’altra fa con questa due angoli adiacenti, la cui som- 
ma é eguale a due retti ] ; sicché gli angoli BGO, GOD so- 
no minori di due retti. Ma quelle rette che fanno con una 
terza retta gli angoli interni dalla medesima parte minori 
di due retti prolungate inde Ignitamente concorrono fra lo- 
ro; dunque le linee rette AB, CDprolungate indi' finitamente 
concorreranno fra loro: ma non concorrono, essendosi sup- 
poste parallele ; adunque /' angolo AGO non é diseguale al- 
l' angolo GOD, ma però eguale. Ed è l’angolo AGO eguale 
all' angolo EGB perché opposti al vertice ; dunque ancora 
EGB è eguale a GOD; aggiungasi a questi di comare BGO, 
saranno gli angoli EGB, BGO eguali agli angoli BGO, 
GOD; ma gli angoli BGE, BGO sono eguali a due retti ; 
[ poiché ogni retta che ne incontra un’ altra fu con questa 
due angoli adiacenti, la cui somma è eguale a due retti 1 -, 
dunque ancora gli angoli BGO, GOD saranno eguali a due 
retti. Laonde cadendo una linea etc. C. B. D. 

SCOLIO. 

La dimostrazione del presente teorema dipende da quel 
principio : se due linee rette secale da un’ altra faccia- 
no gli angoli interni, posti dalia medesima parte, minori 
di due retti , tali due linee prolungate indefinitivamenta 
a’ incontreranno dalla parte ove gli angoli sono minori di 
due retti : principio che Euclide pose fra concessioni geo- 
metriche , poiché strettamente parlarùb non ammette di- 
. mostrazione , e quante finora se ne sono tentate , tutte 
racchiudono dei paralogismi. 

Lsobndbb Geom, Piana, 6 
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è eguale all’angolo BAC per la stessa ragione ; duncpic 
1’ angolo BAC è eguale a DEF ( /). Quindi se due 

angoli etc. C. B. D. 

Scolio. Si metta in questa proposizione la restrizione 
che il lato EF sia diretto nel medesimo senso di AC, ed 
ED nel medesimo senso di AB-, Ma ragione è che se pro- 
lunghisi EF verso II, l’angolo DEH avrà i suoi lati paral- 
leli a quelli dell’ angolo BAC: ma questo non gli sareb- 
be eguale -, in tal caso 1’ angolo DEH e l’angolo BAC fa- 
rebbero insieme due angoli retti. 



PKOPOSIZIONE E. 

tEOREMA^ 

% 

L’angolo esterno di ogni triangolo, prolungandosi un Id- 
to, è eguale ai due interni ed opposti -, ed i tre angoli 
del triangolo sono eguali a due retti. 

Sio il triangolo ABC ( tavola 7 bis , fìg. 5 ) , ed un 
lato BC di esso prolunghisi in D ; dico P angolo esterno 
ACD essere eguale ai due interni ed opposti CAB^ ABCf 
ed i tre angoli ABC , BCA , CAB del triangolo essere 

eguali a due retti. _ _ ^ 

Ifitetìdasi lircUa pel punto C la linea retta CE parala* 
tela alla AB. E perché AB è parallela a CE., ed in esse 
cade la CA , gli angoli alterni BAC, A CE sono eguali 
fra loro ( Prop. D ). Similmente perchè AB è parallela a 
CE , ed in esse cade la BD , f angolo esterno ECD è 
eguale allo interno ed opposto ABC ( Prop. D ) : ma si 
è dimostralo /’ angolo ACE eguale all'angolo BAC ; a.- 
dunque r angolo esterno ACD è eguale ai due interni ed 
opposti CAB, ABC. Pongasi ACB comune, saranno gli 
angoli ACD, ACB eguali ai tre CBA, BAC, ACB: ma 
gli angoli ACD , ACB sono eguali a due retti , perchè 
ogni retta che ne incontra un’ altra fa con questa due 
angoli adiacenti , la cui somma é eguale a due retti ; 
dunque ancora gli angoli CBA , BAC , ACB sono e- 
Quali a due retti. Quindi 1’ angolo esterno etc. C. B. D. 
^ (Il Tbao. ) 
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PROPOSizio?<E xxvm. 

TEOBEMA. 

In ogni parallelogrammo i lati opposti sono eguali^ 
come ancora gli angoli opposti. 

Sia il parallelogrammo ( fig. 44) ABCD ; dico che il 
lato AB è eguale al lato DC , il lato AD eguale al lato 
BG dippiù r angolo A eguale all’ angolo C, e Tangolo 
D all’ angolo B. 

Tirisi la diagonale BD; i due triangoli ADE, DBG an- 
no il lato comune BD ^ di più per le parallele AD, BG, 
r angolo ADB è eguale a DBG ( Prop. 24 ), come alterni- 
interni, e per le parallele AB, GD l’angolo ABD è eguale 
all’angolo BDG-, dunque i due triangoli ADB, DBG (Pro/). 7) 
sono eguali ; dunque il lato AB opposto all’angolo ADB 
è eguale al lato DG opposto aH’angolo DBG-, e parimente 
il terzo lato AD è eguale al terzo lato B(] -, dunque i 
lati opposti di un parallelogrammo sono eguali. 

In secondo luogo, dalla eguaglianza dei medesimi trian- 
goli ne segue che l’angolo A è eguale all’angolo G , e che 
dippiù l’angolo ADG, composto dai due angoli ADB, BDG 
è eguale aìl’ angolo ABG composto dai due angoli DBG, 

ABD; dunque gli angoli opposti di un parallelogrammo 
sono eguali. Quindi in ogni parallelogrammo eie. G.B.D. 

Corollario. Dunque le due parallele AB, GD, comprese 
fra due altre parallele AD.^ BG, sono eguali, 

PROPOSIZIONE XXIX, 

TEOBEMA. 

Se in un quadrilatero i lati opposti sono eguali^ i lati eguali 
saranno paralleli , e la figura sarà un parallelogrammo. 

• 

Sia il quadrilatero ABGD {fig. 44) che abbia il lato,Fi(.<|.). 
AB eguale a GD , ed il lato AD eguale a BG dico, che 
AB è parallela a DG , ed AD a BG , ed il quadrilatero 
ABGD essere un parallelogrammo. 

Infatti tirando la diagonale BD, i due triangoli ABD, 

BDG avranno i tre luti eguali respettivameiue -, dunque 
saranno eguali ( Prop. H ) -, quindi l’angolo ADB oppo- 
sto al lato AB è eguale all’ angolo DBG opposto al lato 
GD -, onde ( Prop. 24) il lato AD è parallelo a BG, per 
la stessa ragione AB è parallelo a DG -, dunque il qua- 
drilatero ABCD è un parallelogrammo. Quindi se in un 
quadrilatero etc. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XXX. 



TEOUEMA. 



; 



Se in un quadrilatero due lati o^poati sono eguali e pa- 
ralleli., gli altri due saranno similmente eguali e pa- 
ralleli , e la figura sarà un parallelogrammo . 

Pi, 44 , Siano I due lati opposti ( fig, 4ì) AB, CD del quadri- 
latero àBCD eguali e paralleli ; dico che gli altri due 
AD, BC saranno similmente eguali e paralleli, ed il qua- 
drilatero ÀBCD sarà un parallelogrammo. 

Tirisi la diagonale BD. Poiché AB è parallela a CD , 
gli angoli alterni ABD , BDC sono eguali ( Prop 24 )\ 
d’ altronde il lato AB è eguale al lato CD, il lato DB ò 
oommie; dunque il triangolo ABD è eguale al triangolo 
DBC ( Prop. fS); dunque il lato AD è eguale al lato BC; 
1’ angolo ADR eguale all* angolo DBC ; ed io conseguen- 
za AD è parallela a BC ; dunque ABCD è un parallelo- 
grammo. Quindi se in un quaò fiaterò etc. C- B. D- 

PROPOSIZIONE XXXI. 



TEOREMA. 

Le due diagonali di -un parallelogrammo si tagHanoi 
scambiecolmente per metà. 

Siano le due diagonali (fig. 4^ AC, BD del panlleb- 
grammo ABCD , che si tagliano nel punto 0 ; dico es- 
sere AO eguale ad OC , e DO ad OR. 

Poiché paragonando il triangolo ADO col triangolo BOC, 
si trova il lato AD eguale a CB , P angolo ADO eguale 
all’ angolo CBO ( Prop. 24), e I’ angolo DAO eguale ad 
OCB ; dunque questi due triangoli sono eguali Prop. 7 ); 
dunque AQ , lato opposto all’ angolo ADO , é eguale ad 
OC , lato opposto all’ angolo OBG eguale ad ADOj dun- 
que anche DO é eguale ad OB. Quindi h due diagonali 
eie. C. B. D. 

Scolio. Nel caso del rombo i lati AB , BC essendo 
eguali , i triangoli AOB, OBC ànno i tre lati respeltiva- 
meiite eguali , e sono per conseguenza eguali ; d’ onde 
segue che l’ angolo AOB é eguale all’ angolo BOC , e 
quindi le due diagonali di un rombo si taglialo scain- 
bievojmente ad angoli retti. 
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LIBRO SECONDO 



ILCIRCOLOELA MISURA DEGLI ANGOLI 



DEFINIZIONI 

I. La circonferenza del circolo è una linea curva, 
tutti i punti della quale sono egualmente distanti da un 
punto interno ohe chiamasi centro ( fig. 46 ). II circo- 
lo (a) è lo spazio terminato da questa linea curva. 

N. B Q'ialche volta nel discorto si confonde il circolo con 
la sua circonferenza ; ina sarà sempre facile di ristabilire I’ esat- 
testa ilr.ll eapre^isioni , ricordandosi che il Circolo è una superGcis 
che è lun'herza e lar^bezsa , mentre la circonfereasa non è che 
ima linea. 

II. Ogni linea retta CA , CE , CD etc. condotta dal 
centro alla circonferenza si chiama raggio o semi diametro. 
Ogni retta , come AB , che passa pel centro , e che è 
terminata da ambe le parti della circonferenza, si chia- 
ma diametro (6). 

In conseguenza della definizione del circolo, tutti i 
raggi sono eguali j tutti i diametri sono pure eguali e 
doppi del raggio. 

Ut, Si chiama arco una porzione di circonferenza 
come FIIG. 

La corda o sottesa deir arco è la linea retta FG che 
congiunge le due estremità di esso. 



(ai Circolo, dal latino cìrculus diminuì, di wpx<>* ( cir- 
co» 1 circolo. 

(fe) Diametro, da M ( dia \ per, e da usrpoy (metron) 
misura. ( Il Tbad, ). 
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IV. Segmento è la superficie o porzione di circolo 

compresa Ira 1’ arco e la corda. » • 

N. B. Alla medesima corda FG corrispoDdoao sempre due 
archi FliG , FKG , e per consegaenxa ancora doe segmenti ; m.a 
s’ intende sempre parlare del minore , a meno che non si espri- 
ma il contrario. 

V. Sentore è la porzione del circolo compresa tra un 
arco DE e due raggi CD, CE, tirati alle estremità del- 
r arco. 

VI. Si chiama linea iscritta nel circolo quella le cui 
F's i’- estremità sono alla circonferenza , come AB (^fig. 47). 

Angolo iscritto, un angolo come BAC, il vertice del 
quale è alla circonferenza, e che è forfnato da due corde. 

Triangolo iscritto, un triangolo come BAC, i tre an- 
goli dei quale ànno i respettivi vertici alla circonferenza. 

In generale/^ura iscritta, quella della quale tutti gli 
angoli ànno i vertici alla circonferenza : nel tempo stesso 
si dice che il circolo è circoscritto ad una tale figura. 

VII. Si chiama secante una linea che incontra la cir- 
Fig.48* conferenza in due punti •, tale è 6 AB ( fig. 48). 

Vili. Tangente è una linea che non à che un sol punto 
di comune con la circonferenza ; tale è CD. 

Il punto M chiamasi punto di contatto. 

IX. Similmente due circonferenze sono tangenti l’una 
deir altra , allorché esse non ànno che un sol punto di 
comune. 

Fig i6o. X. Un poligono (fig. 460) è circoscritto ad an cir- 
colo, quando tulli i suoi lati sono tangenti alla circonfe.- 
renza -, in questo caso si dice che il circolo è iscritto n<d 
polìgono. 



PROPOSIZIONE PRIMA. 

TEOREMA. 

pgfni diametro divide il circolo e la circonferenza 
in due parti eguali. 

FI, 4 ,. Sia il diattìetro AB (fig. 49) del circolo terminalo 
dalla circonferenza AFRE ; dico che il diametro AB di- 
vide il circolo e la circonferenza in due parli eguali. 
Poiché se si applichi la figura AEB sopra AFB , cou” 
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servando la base connune AB, bisognerà che la linea cur- 
va AEB cada esatlaniente sopra la linea curva AFB; al- 
trimenti si avrebbero nell’una o nell’altra dei punti dis- 
egual mente lontani dal centro *, il che è contro la defi- 
nizione del circolo*, dunque dovranno combaciare per- 
fettamente , e quindi saranno eguali. Dunque ogni dia^ 
metro etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE li. 

- TEOREMA. 

Ogni corda è minore del diametro. 

Sia il circolo che à per circonferenza AEBF 
ed in esso siavi la corda AD ed il diametro AB -, dico 
che la corda AD è minore del diametro AB. 

Infatti se alle estremità della corda AD si conduÈcino 
i raggi AG , CD, si avrà la retta AD minore di AG più 
GD , ovvero di AG più GB , essendo CD eguale a GB 
( Def. 2) : ma AG più GB è il diametro AB j dunque la 
corda AD è minore di AB. 

Quindi ogni corda etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque la maggior linea retta che si 
possa iscrivere in un circolo è eguale al suo diametro. 

PROPOSIZIONE 111. 

TEOREMA. 

Ogni linea retta non può incontrare una circonferenza 
m più di due punti. 

Poiché se la incontrasse in tre, questi tre punti sa- 
rebbero egualmente distanti dal centro *, vi sarebbero 
dunque tre rette eguali condotte da uno stesso punto so- 
pra una medesima linea retta , ciò che è impossibile 
( Prop. i6 , Corol. 2 , lib. 1. ). Dunque ogni linea etc, 
C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IV. 



TEOBEMA. 

Jn un medesimo circolo od in circoli eguali gli archi e- 
guali sono sottesi da corde eguali , e reciprocamente 
le corde eguali sottendono archi eguali. 

Tig.io. Sia il raggio AG {fig.iiO) eguale al raggio EO, o 
r arco AMD eguale all’ arco £NG *, dico che la corda AD 
sarà eguale alla corda EG. 

Poiché essendo il diametro AB eguale al diametro 
EF il semicircolo AMDB potrà applicarsi esaltamento 
sopra il semicircolo ENGF, e la lìnea curTa BMDB coin- 
ciderà esattamente con la linea curva ENGF : ma si sup> 
pone la parte AMD eguale alla parte ENG *, dunque il 
punto D cadrà sopra il punto G ; e cadendo il punto A 
‘ sopra il punto E , il punto D sopra il punto G, le rette 
che uniscono questi punti dovranno coincidere perfetta- 
mente , e quindi saranno eguali ■, dunque la corda AD 
sarà eguale alla corda EG. 

Reciprocamente , supponendo sempre il raggio AG 
eguale ad EO , se la corda AD è eguale alla corda EGj 
dico l’arco AMD essere eguale all’arco ENG. 

Poiché tirando i raggi CD, OG, i due triangoli ACD, 
EOG avranno i tre lati respettivamenle eguali, cioè AG 
eguale ad EO, CD eguale ad OG, od AD eguale ad EG ^ 
dunque questi triangoli sono eguali ( Prop. //, Ub. /), 
e perciò T angolo ACD é eguale all’ angolo EGF j poi- 
ché 1’ angolo ACD é eguale ad EOG , è chiaro che il 
raggio CD cadrà sul raggio OG , ed il punto D sopra il 
punto G j e cadendo il punto A sopra il punto E , 'il 
punto D sopra il punto G, e tutta la curva AMDB com- 
' baciando con tutta la curva ENGF *, anche la porzione 
AMD combacerà e sarà eguale alia porzione ENG. Quia- 
, di in un medesimo circt^o etc. C. B. D. 
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TEOBEMA. 

Nel medesimo circolo od in circoli eguali^ un arco mag- 
giore è sotteso da una corda maggiore , e reciproca- 
mente , purché gli archi dei quali si tratta siano mi- 
nori delia semicirconferenza. 

Sia l’arco AH (/igr. SO) maggiore dell’ arco AD; dic(i‘ri*.5.. 
cbe la corda AH è maggiore della corda AD. % 

Conducansi i ragffl CD , CH ; i due lati AC , CH del 
triangolo ACH sono eguali ai due lati AG, CD del trian- 
golo ACD *, i’angolò ACH è maggiore dell’angolo ACD- 
dunque ( Prop. dO, lib.I ) il terzo lato AH è maggiore 
del terzo lato AD ; onde la corda maggiore è quella che 
sottende l’arco maggiore. 

Reciprocamente, se la corda AH suppongasi maggiore 
di AD, si conchiuderà dagli stessi triangoli, che l’angolo 
ACH è maggiore di ACD, e perciò l’arco AH è maggiore 
di AD. Quindi nel medesimo etc. C. D. D. 

, Scolio. Si suppone che gli archi dei quali si tratta siano 
minori della semicirconferenza. Se dessi fossero maggiori 
la proprietà contraria avrebbe luogo ; cioè 1’ arco au- 
mentandosi , la corda diminuirebbe , e reciprocamente; 
così essendo 1’ arco AKBD maggiore di AKBH, la corda 
AD del primo è minore della corda AH del secondo. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOBEMA, 

C^ni raggio perpendicolare ad una corda ditide questa 
corda in due parti eguali, come ancora dioide in due 
parli eguali V arco sotteso. 

CG ( /ig. Si) perpendicolare alla corda n, i, 
AB; dico questa corda e l’arco sotteso AGB essere am- 
bidue divisi in due parti eguali. 

Tirinsi i raggi CA , CB ; questi raggi sono, per rap- 
porto alla perpendicolare CD, dueobblique eguali; dun- 
que^i allontanano egualmente dalla perpendicolare (Prop. 
fo, ho. i) ; onde AD è eguale a DB, 

Legbnobb Giom. Piana y 
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In secondo luogo, poiché AD è eguale a DB, CG è 
una perpendicolare innalzata alla metà di AB ; dunque 
{ Prop. iy^lib. /)ogni punto di questa perpendicolare 
dev’ essere egualmente distante dalle due estremità A e 
B. II punto G è uno di questi punti ; dunque la distan- 
za AG è eguale a GB. Ma se la corda AG è eguale alla 
corda GB, l’arco AG sarà eguale all’arco (Prop. 4)., 
dunque il raggio CG , perpendicolare alla corda AB, di- 
vide r arco sotteso da questa corda in due parti eguali 
nel punto G. Quindi ogni raggio etc, C. B. D. 

Scolio. Il centro C, il punto medio D della corda AB, 
cd il punto medio G dell’arco sotteso da questa corda so- 
no tre punti situali sopra una medesima retta perpendi- 
colare alla corda. Ora bastano due punti per determinare 
la posizione di una linea retta *, dunque ogni linea che 
passa per due di questi punti , passerà necessariameule 
pel terzo , c sarà perpendicolare alla corda. 

Ne segue pure che la perpendicolare innalzala al 
punto medio di una corda passa per lo centro e pel pun- 
to medio dell’ arco sotteso dalla medesima corda. 

Infatti questa perpendicolare è la stessa di quella che 
si abbasserebbe dal centro sopra la medesima col-da, giac- 
ché passano ambedue pel punto medio delia stessa corda. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Per'tre punti non in linea retta., si può sempre far passare 
una circonferenza , ma non se ne può far passare che 
una sola. 

e,. Siano ( fg. ^2) A. B, C i tre punti non in linea ret- 
ta dico per questi si può sempre far passare una sola 
circonferenza. 

Congiungansi le AB, ed intendansi divise queste 
rette in due parli eguali dalle perpendicolari DE , FG j 
dico primieruineiile che queste perpendicolari s’ incwi- 
treranno nel punto O. 

lufatli le linee DE, FG si taglieranno necessariamente 
se non sono parallele. Ora supponiamo che fossero paralle- 
le, la linea AB, perpendicolare a DE, sarebbe perpendicolare 
a FG {Prop. 24, Ub. J),c l’angolo in K sarebbe retto : 
ma BK prolungamento di BD è differente di BF, poiché i 
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tre punti A , B , C non sono in linea retta ; dunque vi 
sarebbero due perpendicolari BF, BK abbassate da uno 
stesso punto sopra la medesima retta , lo che è impos- 
sibile ( Prof. lib. I) \ dunque le [^rpendìcolari DE, 

FG si taglieranno sempre in un punto 0. 

Adesso il punto 0, come appartenente alla perpendi- 
colare DE, è ad eguul distanza dai due punti A e B (Prop. 

47, lib. / ) ; il medesimo punto 0 , come appartenente 
alla perpendicolare FG, è ad egual distanza dai due punti 
B e C ; dunque le tre distanze OA, OB, OC sono egua- 
li ; e perciò la circonferenza descritta col centro 0 e col 
raggio OB passerà per i tre punti A, B, C. 

Resta cosi dimostrato che si può sempre far passare 
una circonferenza per tre punti dati non in linea retta; 
dico di più che non se ne può far passare che una sola. 

Poiché, se vi fosse una seconda circonferenza che pas- 
sasse per i tre punti dati A, B, C, il suo centro non po- 
trebbe esser fuori della linea DE i^Prop. 47, lib. /), per- 
chè desso allora sarebbe disegualmente lontano da A e da 
B-, non potrebbe essere neppure fuori della linea FG , per 
simile ragione ; dunque sarebbe nel tempo stesso sopra le 
due linee DE, FG. Or due linee rette non possono tagliat-si 
in più di un punto; dunque, essendo lo stesso il centro , 
non vi è che una sola circonferenza che possa passare 
per tre punti dati non in linea retta. Quindi per tre punii 
etc. C. B. D. 

Corollario. Due circonferenze non possono incontrarsi 
in più di due punti; poiché se avessero tre punti comu- 
ni , avrebbero il medesimo centro, e non farebbero che 
una sola e medesima circonferenza. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Due corde eguali sono egualmente lontane dal centro ; e di 

due corde disegualx la minore è più distante dal centro. 

i.® Sia la corda {fig. 53) AB eguale alla corda DE; riji». 
dico essere egualmente lontane dal centro. 

Intendansi divise queste corde in due piirti eguali con 
le perpendicolari CF , CG , le quali s’ ineonlreranno nel 
centro C ( Scolio Prop. 6‘); e tinnsi i raggi CA, OD. 

1 triangoli rettangoli CAF,.DCG ànno le ipotenuse GA, 

CD eguali ; di più il lato AF metà di AB è eguale al lato 
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DG metà di DE \ dunque questi triangoli sono eguali {l^op. 

lib. I }, ed il terzo lato GF è perciò eguale al terzo 
luto CG : ma queste rette misurano le distanze che il 
centro serba dalle corde ; dunque le due corde eguali 
AB , DE sono egualmente distanti dal centro. 

2.0 Sia la corda AH maggiore di DE^ dico che DE mi- 
nore sarà più distante dal centro. 

Essendo la corda AH maggiore di DE, l’arco AKH sarà 
maggiore dell’ arco DME ( Prop. S ) *, sopra 1’ arco AKH 
prendasi la parte ANB eguale a DME*, tirisi la corda AB 
e si intenda abbassata CF perpendicolare sopra questa 
corda, e Gl perpendicolare sopra AH *, è chiaro che GF 
è maggiore di CO , e GO è maggiore di CI ( Prop. 46., 
lib. /) -, dunque con più ragione GF è maggiore di CI. 
Ma GF è eguale^a GG , poiché le corde AB , DE sono 
eguali^ dunque si à CG maggiore di CI: ma queste rette 
misurano le distanze che it centro serba dalle corde, e 
perciò la minore di due corde diseguali è più distante 
dal centro. Quindi due corde etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

La perpendicolare innalzala alf estremità di un raggio 
è una tangente alla circonferenza, 

14 . Se all’ estremità del raggio GA {^fig. 54 ) s* intenda 
innalzata la perpendicolare BD ; dico essere BD una tan- 
gente alla circonrerenza. 

Tirinsi dal centro C quante obblique si vogliano sulla BD; 
sia per esempio CE una di queste: siccome ogni obbliquaGE 
è maggiore della perpendicolare C A raggio del circolo (Prop. 
46, lib, I ), perciò il punto E è fuori del circolo *, così si 
dimostrerebbe esser fuori del circolo qualunque altro punto 
della linea BD, eccettualo il solo punto A, estremo del rag- 
gio cui è perpendicolare ; dunque la linea DB non avendo 
che il solo punto A di comune colla circonferenza è una 
tangente ( Def. 8). Quindi la perpendicolare etc. C. B. D. 

Scolio, Non si può condurre da un punto dato A se 
non che una sola tangente AD alla circonferenza*, poiché 
se si potesse condurne altra, questa non sarebbe più per- 
pendicolare al raggio GA ; dunque per rapporto a que- 
sta nuova tangente il raggio GA sarebbe uii’obbliqua, e la 
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perpendicolare abbassata dal centro sopra questa tanj^enle 
sarebbe minore di Ck\ dunque questa presente tangente 
entrerebbe nel cerchio , e sarebbe invece una secante. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOBEMA. 

Due parallele intercettano «opra una circonferenza 
archi eguali. 

Siano le due parallele AB, DE {^g.SS')\ dico che 
queste intercettano sopra la circonferenza gli archi eguali 
MN, PQ. 

Possono accadere tre casi : 

Se le due parallele sono secanti. 

2. ® Se una è secante , e l’ altra tangente. 

3. ® Se ambedue sono tangenti. 

■/.“ Caso. Intendasi tirato il raggio CH perpendicolare 
alla corda MP •, esso sarà nel medesimo tempo perpendi- 
colare alla sua parallela NQ ( Prop. 24^ Ub. I ) ; dunque 
il punto H sarà ad un tempo stesso il mezzo dell’ arco 
MHP , e quello dell’ arco NHQ ( Prop. C) -, si avrà dun- 
que r arco MH eguale ad HP, 1’ arco NH eguale ad HQ; 

'da ciò resulta MH meno NH eguale ad HP meno HQ 
( Ass. 1 ), cioè a dire MN eguale a QP. 

j 2,® Caso. Al punto del contatto H ( /Sj. SS ) tirisi *«. 
il raggio CH ; questo raggio sarà perpendicolare alla tan- 
gente DE ( Prop. 9) ed alla sua parallela MP. Ma poi- 
ché CH è perpendicolare alla corda MP, il puntò H è il 
punto medio dell’ arco MHP *, dunque gli archi MH, HP, 
compresi tra le parallele AB , DE , sono eguali. 

3.° Caso. Siano le due parallele DE, IL tangenti una 
in H, l’ altra in K *, intendasi condotta la secante paral- 
lela AB, e si avrà per quello che abbiam dimostrato MH 
eguale ad HP , ed MK eguale a KP •, dunque 1’ arco in- 
tero UMK è eguale ad HPK \ e si vede inoltre che cia- 
scuno di questi archi è una mezza circonferenza. Quindi 
due parallele intercettano etc. G. B. D. 
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PROPOSIZIONE TU. 

VEOBBSIA. 

Se due circonferenze si tagliano^ la linea retta che passa 
per i loro centri sarà perpendicolare alla corda che 
unisce i punti d* intersezione , « la dividerà in due 
parti eguali. 

Siano le due circonferenze che si fagliano nei punti 
i fiS' ^ ^ A e B ; dico la linea CD che passa per i 
due centri essere perpendicolare alla corda AB che unisce 
i due punti d’intersezione, e dividerla in due parti eguali. 

Infatti la linea AB che unisce i punti d’intersezione 
è una corda comune ai due circoli. Or, se alla metà di 
questa corda si tirasse una perpendicolare, essa dovrebbe 
passare per ciascuno dei due centri C e D ( Prop. 6 ). 
Ma per due punti dati non può condursi che una sola 
linea retta dunque la linea retta che passa per i centri 
sarà perpendicolare alla corda, e passerà pel punto me> 
dio di essa. Quindi se due circonferenze eie. G. B. D. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOBEMA. 

Se la distanza di due centri è minore della somma dei 
raggi , e se nello stesso tempo il raggio maggiore è 
minore della somma del raggio minore e della distan- 
za dei centri , t due circoli si taglieranno. 

Sia la CD ( fig. e distanza dei due centri , 
minore della somma dei raggi AC più AD, e nello stesso 
tempo il raggio maggiore AD sia minore di AC, raggio 
minore , più CD , distanza dei centri i dico i due cir- 
coli si taglieranno. 

Infatti, aflìnchè abbia luogo l’intersezione bisogna che 
il triangolo C;\D sia possibile ; è necessario dunque che 
non solamente CD sia minore di CA più AD, ma ancora 
AD raggio maggiore sia minore di AG piu CD. Ora ogni 
volta che il triangolo C.\D potrà esser costruito, è chiaro 
che le circonferenze descritte coi centri C e D si taglie- 
ranno io A e B. Quindi se la distanza etc. C. B. D. 
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T£OBEMA. 

Se la disianza dei centri di due circoli è eguale alla som- 
ma dei loro raggi y guesli due circoli si toccheranno 
esternamente. 

Sia la distanza CD ( pg. S9) dei dae centri eguale Fif.i». 
alla somma dei raggi CA , DA -, dico che i due circoli 
si toccheranno esternamente. ^ 

È chiaro che avranno il punto A comune, ma dessi 
non avranno che questo punto solo poiché per avere 
due punti comuni, bisognerebbe che la distanza dei cen-' 
tri fosse minore della somma dei raggi ( Prop. frec. ). 

Quindi se la distanza etc. G. B. D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOBEMA. 

Se la distanza dei centri di due circoli é eguale alla d’f- 
ferenza dei loro raggi , questi circoli si toccheranno 
internamente. 

Sia la distanza ( pg. 60 ) CD dei due centri eguale f.* 6., 
alla differenza dei raggi AG, AD y dico questi circoli si 
toccheranno internamente. 

Primieramente è chiaro che questi circoli anno il 
punto A comune *, non ne possono avere alcun altro -, 
poiché altrimenti bisognerebbe che il raggio maggiore 
AD fosse minore della somma del raggio AG e delia di- 
stanza dei centri CD ( Prop. ) , il che non à luogo. 
Quindi se la distanza eie. G. B. D. 

Corollario. Dunque se due circoli si toccano tanto 
internamente, quanto esternamente, i centri ed il punto 
di contatto sono nella medesima linea retta. 

Scolio. Tutti i circoli che anno i loro centri {,pg.S9er'H.^ 
60) sopra la retta CD, e che passano per lo punto A, sono 
Tangenti gli uni degli altri, cioè non ànno fra loro che il 
solo punto A di comune. E se per io punto A si conduca 
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AE perpendicolare a CD, la retta AE larà una tani'ente 
comune a questi circoli (a). 



(a) Nella proposizione XJI pare che Legendre non 
dimostri ciò che à stabilito con i' enunciato , cioè la tn> 
tersezione dei due circoli , ma anzi ripete in parte te^ 
nunciato stesso ; quindi per esporre con più chiarezza 
questa teorica delle intersezioni dei circoli , non che dei 
loro contatti , stimiamo far precedere queste due propo- 
sizioni seguenti; trattando poi diversamente la XIL XHl 
e XI Y dell' Autore. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOBBMA. 

Se due circoli ànno un punto comune da una parte delia 
retta che unisce i loro centri, ne avranno un altro dalla 
parte opposta della stessa retta. 

Siano A e B ( tav. 7 bis, fig. 6 ) » centri di due cir- 
coli che ànno il punto C comune fuori della retta AB ; 
dico che ne avranno un altro dalla parte opposta della 
stessa retta AB. 

Dal punto C intendasi abbassata la perpendicolare 
CD e prolungata al punto E., di modo che sta DE eguaU 
a DC ; congiungansi le rette , BC-, BE, AC , AE. Es- 
sendo CD eguale a DE , il lato DB comune, gli angoli 
CDB , EDB eguali , perchè retti ; i due triangoli BDC, 
BDE saranno eguali , perchè ànno un angolo eguale , 
compreso da due lati eguali ; quindi sarà CB eguale a 
BE , dunque il punto E sta sopra la circonferenza del 
ceichio che à per centro B; similmente si dimostrerebbe 
essere sulla circonferenza del cerchio avente per centro 
A ; dunque dovendosi trovare nello stesso tempo sopra lo 
due circonferenze , si troverà sopra la comune loro in- 
tersezione , dalla parte opposta della retta AB, Quindi 
se due circoli eie, C. B. D, 
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PROPOSIZIONE xy.[l 

TEOREMA. 

Nel medesimo circolo od in circoli eguali , e gli angoli 
eguali, i vertici dei quali sono al centro, iutercetlano 
sopra la circonferenza archi eguali. Reciprocamente, se 
gli archi sqno eguali , sarani\o intereettati da angoli 
eguali. 

4.” Siano gii angoli ( fig. 5/) ACB," DCE eguali nel- 
lo stesso circolo od in circoli eguali , aventi i vertici al 
pcntro ; dico che inlcrcctlano gli archi AB , I)E eg(»li. 



pRDPOSIZ10!SE\y.r^ 

TEpREM.^. 

Be dtje circoli si toccano, la retta che unisce i loro centrf 
passeri per lo contatto. 

Siano t due circoli ABC, DRE ( tav. 7 bis, fig. 7) 
che si toccano in B; dico che la retta GF, la quale unir 
sce i loro centri G, F, passa per lo contatto. 

Invaili se il punto di contatto non cadesse sopra la 
retta GF, dovrebbe trovarsi dall' una o dqll' altra parte 
della retta GF, e quindi i circoli aorebbero un altro punto 
di comune dalla parte opposta ( Prop. prec. ), e perciq al- 
lora le circonferenze non sarebbero tangenti, ma secanti, lo 
che è contro la supposizione ; quindi la linea GF dovrd 
passare per lo ponialto. Dunque se due circoli eie. C. B. D. 

(iorollario. Da cip ne segue che se dm circoli si toc- 
cano , la distanza dei centri è eguale o alla somma od 
pila differenza dei raggi, secondochi fi toccano esterna- 
mente od internamente. 

Scoilo. È evidente inoltre che se la distanza dei centri' 
0 maggiore deRa somrpa dei raggi, le due circonferenze no» 
s' intersecano né si toccano, ma sono distanti l'una daW al- 
tra, e viceversa ( tay. 7 bis, fig. B). E che se la distanza 
(ifi centri è minore della differenza dei raggi , cioè se il 
paggio maggiore è più grande della somma del raggio 
minore e della distanza dei centri , la circonferenza mag- 
giore circonda la minore ( tav. 7 bis, fig. 9 ) , spfieeversa, 

Legemdrb Geom. Piana, § 
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Poiché se l’angolo ACB è egaale aU’ angolo DCE, qua- 
ali due angoli potranno situarsi l’uno sopra Tallro-, e sic- 
come i loro lati sono eguali, è chiaro che il punto A ca- 



PROPOSIZIONE 

XEOaBMA. 

<ie la distanza di due centri è minore della somma dei 
raggi , e se nello stesso tempo il raggio maggiore è 
minore della somma del raggio minore e della dislaa- 
za dei centri 5 i due circoli si lagliewnno* 

<?;« CD ( fig. 57 e S8 ) , dittanxa dei due centri , 
minore della somma dei raggi AC più AD^ e nello stes- 
so tempo il raggio maggiore AD sia mmore di AC, rag- 
gio minore , più CD, distanza dei centri s dico che t 

due circoli si taglieranno. . 

Infatti se le due circonferenze non s intersecassero, 
dovrebbero essere o tangenti o distanti l una dall altra, 
o runa racchiusa entro l'aUra: nel primo caso dovrebbe 
'essere la distanza dei oentri eguale alla somma o alla 
differenza dei raggi ( Coro\.?rop.\) : nel secondo (SooL 

VroD Y ì maggiore della somma dei raggi .• e nel terzo 
dovrebbe essere ( Scol. Prop. Y ) il raggio rnaggiore 
niù grande della somma della distanza dei centri e del 
roggio minore. Ma tutte e tre queste conseguenze sono 
contro l'ipotesi; dunque le due circonferenze debbono in^ 
tersecarsi. Quindi se la distanza di due centri eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE Xll\. / }/ 

ì 

XEOHEMA. V 

Se la distanza dei centri di due circoh è eguale alla som- 
ma dei lo?o raggi , questi due circoli s. toccheranno 

esternamente. 

; Sia la disiala CD ( fig. S 9 ) « 
atta i^ma dei raggi CA , BA ; deca che . due arcol‘ 

i si toccheranno esternamente. • ■ . . 

- 1 Malli guecte due circOTi/ermM anno, coni e chiara , 
ii pma A di cammei « accmro un offro pmla dx cairn- 
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drù in D, ed il punto B in E. Ma allora Tarco AB d«v3 
pure cadere sopra 1’ arco DE, essendo pure eguali i cir* 
coli ; poiché se i due archi non si confondessero in un solo, 
vi sarebbero neU’uno o neiraltro dei punti disegualnaente 
lontani dal centro, lo che è impossibile ; dunque l’arco AB. 
dovrò coincidere coll’arco DE, e quindi saranno eguali. 

2.° Se si suppone AB eguale a DE , dico che l’angolo 
ACB è eguale aU’ angolo DCE. Poiché se questi angoli 
non sono eguali, sia ACB il maggiore , e sia AGI eguale 
a DCE ì si avrò per ciò che si è dimostralo ÀI eguale a 
DE : ma per supposizione DE è eguale ad AB ; dunque 
si avrebbe AB eguale ad AI , ossia la parte eguale al 
tutto, lo che è impossibile ^ dunque l’angolo ACB è e- 
guale a DCE. Quindi nei medesimo circolo etc. C. B. D. 



nc, dovendo essere questo fuori della retta CD, ne avreb- 
bero anche un altro situalo dalla parte opposta (Prop. X ) 
e quindi due circonferenze diverse avrebbero tre punti di 
comune , il che è impossibile ; dunque le due circonfe- 
renze non possono avere che il solo punto A di comune., 
e perciò si toccano. Quindi se la distanza etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE \Ì^f 

TEOBEMA. / \ 

Se la distanza dei centri di due circoli è eguale alla dif> 
ferenza dei loro raggi , questi circoli si toccheranno 
internamente. 

Sia la distanza CD ( fig. 60 ) dei due centri eguale 
alla d'fferenza d'i raggi AC , AD; dico che questi cir- 
coli ti toccheranno internamente. 

fi falli queste due circonferenze dnno., com' è ch'a- 
ro , il punto i4 comune ; se ne avessero un altro , do- 
vendo essere questo fuori della retta CD , ne avrebbero 
un altro situato dalla parte opposta ( Prop. X )•, e quindi 
due circonferenze diverse avrebbero tre punti di comune., 
il che è impossibile; dunque le due circonferenze non pos- 
sono avere che il solo punto A di comune , e perciò si 
(oceano. Quindi se la distanza eie. C. B. D. 

( Ir- Trad. ) 
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Hi 



TEOREMA, 

' iVW tnedesimo cìrcolo od in circoli eguali , te due angoli 
al centro stanno Ira loro come due numeri interi, gli 
archi intercetti staranno fra loro come i medesimi nu- 
meri, e si acni che gli angoli staranno fra loro come 
gli archi. 

Nel medesimo circolo od in circoli eguali, se i dtlo 
rii t«. angoli al centro ( fìg. 62 ) ÀCEl, DCE stanno fra loro co- 
me due numeri interi \ dico che gli archi AB, DE sta- 
ranno fra loro come i medesimi numeri , e si avrà la 
proporzione : Angolo ACB ; angolo DCE : : arco AB : 
arco DE.' 

Suppongasi, per esempio, Ohe gli àngoli ÀCft, t)CE 
stiano fra lóro come 7 sta a 4-, ovvero, ciò che torna 
lo stesso, suppongasi che T angolo M, che serve di co- 
mune misura, sìa contenuto sette volle nell’angolo ACB^ 
e quattro volte all’ angolo DCE. Gli angoli parziali ACmi 
mCn , nCp, pCg , qCr , rCs , sCB , DCa? , xCg , yCz , 
xCE essendo eguali fra loro, gli archi parziali Am, mn^ 
D4r, xy, yz , «E saranno pure fra loro 
eguali ( iVop. torce. ) •, dunque 1’ arco intero AB starà 
all’ arco intero DE come 7 sta a 4. Ora è evidente che 
lo stesso ragionamento avrebbe sempre luogo^ quando in 
Vece di 7 e 4 si avessero altri numeri qualunque; dun- 
que se il rapporto degli angoli ACB DCE può essere 
espresso in numeri interi, gli archi AB, DE staranno fra 
loro come gli angoli ACB , DCE. Quindi nel medesimo 
tircolo etc. C. fi. D. 

Scolio. Reciprocamente se gli archi AB , DE stessero 
fra loro come due numeri interi , gli angoli ACB, DCE 
sLarebbero fra loro Come i medesimi numeri, e si avreb- 
be sempre ACB : DCE Afi : DE -, perchè gli archi 
parziali Am , mn -, eie. Dx, xy eie. essendo eguali, gli 
angoli parziali ACw, mCn etc. DCx , x('y eie. sono an- 
cora eguali. 
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tl:obkma. 

iQualUnque sia il rapporto di due angoli, questi due aii^- 
goti saranno sempre fra toro come gli archi -nlercelli 
fra t loro lali^ e descritti dai loro vertici come centri 
con raggi eguali. 

Qualunque sia il fàpporltì dei due angoli (fig.63) 
ÀCB, ACD *, dico questi due angoli stanno tra loro co- 
tne gli archi aB, AD intercetti fra i loro Iati., e descritti 
dai loro vertici C, G, con raggi eguali CA, CA. 

Suppongasi l’angolo minore situato in modo clic sia 
Compreso dal maggiore •, se non è vera la proposixione 
enunciala, l’angolo ACB starà all’angolo ACD come l’arco 
AB sta ad un arco maggiore o minore di AD. Sia questo 
orco maggiore , e rappresentisi con AO •, avremo così; 

Angolo ACB : angolo ACD ;* arco AB : arco AO. 

Immaginisi adesso che l’arco AB sìa diviso in parti 
eguali , delle quali ciascuna sia minore di DO ; vi sarà 
almeno un punto di divisione fra D cd 0 ; sia 1 queslo 
punto , e tirisi CI ; gli archi AB , Al staranno Tra loro 
come due numeri interi^ e si avrà pel teorema precedente: 

Angolo ACB : angolo ACI arco AB : arco Ah 

Paragonando queste due proporzioni 1’ una coll’ al- 
tra, ed osservando che gli àntecedeiili sono i medesimi^ 
se ne conchiuderà che i conseguenti sono proporziona- 
li , e che perciò : 

Angolo ACD 1 angolo ÀCl'ìi arco ÀO t arco Atk 

Ma 1’ arco AO è maggiore dell’ arco Al *, bisogne- 
rebbe dunque ^ perchè sussistesse la proporzione , ché 
l’ angolo ACD fosse maggiore dell’ angolo ACI : ora al 
contrario esso è minore^ dunqUe è impossibile che l’an-^ 
golo ACB stia all’angolo ACD come l’arco AB sta ad un 
arco maggiore di AD. 

Si dimostrerebbe con Un ragion attento simile che it 
quarto termine della proporzione non può essere minore 
di AD ; dunque esso è esattamente AD , e si à la pro- 
porzione : 

Angolo ÀCB I angolo ACD *; arco AB l arco AD. 

Quindi qualunque sia il rapporto eie. C. B. D^ 

Corollario. Poiché l’angolo al centro del circolo e l’ar- 
cb intercetto fra i suoi lati ànno un .tale legame, che quaii- 
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Si 

do l'uno aumenta o diminuisce in un rapporto ((natunque) 

1’ altro aumenta o diminuisce nel rapporto medesimo ; 
si può dunque stabilire una di queste grandezze per mi* 
sura deli’ altra : laonde si prenderà da ora innanzi l’arco 
AB per la misura dell’ angolo ACB. Bisogna solamente* 
osservare , nel paragonare gli angoli fra loro , che gli 
archi che servono per misura di essi , <lobbano essere 
descritti con eguali raggia poiché qiieslo è ciò che sup- 
pongono tutte le precedenti proposizioni. 

Scolio I. Sembra più naturale il misurare una quan- 
lilà con un’altra quantità della medesima specie \ e con 
questo principio converrebbe rapportare tutti gli angoli 
- air angolo retto : cosi l’augilo retto essendo l’unita di 
misura, un angolo acuto sarebbe espresso da un numero 
compreso tra 0 ed 1, ed un angolo ottuso da un numero 
(Va 1 e 2. Ma questa maniera di esprimere gli angoli 
non sarebbe In più comoda nella pratica è stato tro- 
valo molto più semplice di misurarli con archi di circolo, 
per la facilità di fare archi eguali ad archi dati, e per 
molle altre ragioni. Del rimanente se la misura degli 
angoli pel mezzo degli archi di circolo è in qualche mo- 
do indiretta , non è meno facile di ottenere col loro 
mezzo la misura diretta ed assoluta; poiché se parago- 
nasi l’arco che serve di misura ad un angolo colla quarta 
parte della circonferenza, avrete il rapporto dcU’angolo 
dato all’ angolo retto che è la misura assoluta. 

Scolio II. Tutto ciò die è stato dimostrato nelle tre 
proposizioni precedenti pel paragone degli angoli con gli 
archi , à luogo egualmente pel paragone dei settori con 
gli archi ; poiché i settori sono eguali quando lo sono 
gli angoli , ed in generale essi sono proporzionali agli 
.angoli -, dunque due settori ACB , AGO, presi nel me- 
desimo circolo od in circoli eguali^ stanno fra loro co- 
me gli archi AB AD., basi di questi stessi settori. 

Si vede da ciò che gli archi di un circolo che ser- 
vono di misura agli angoli , possono parimente servire 
■li misura ai di(T‘renti settori di un medesimo circolo o 
di circoli eguali (a). 



• (a) Affinché una quàntilà qualunque possa essere misurala., 
c d' uopo che si riferisca ad un' altra quantità della stessa 
specie che sia presa per unità di misura; così le lunghezze si 
misurano con una data lunghezza, le superficie con altra su- 
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TEOREMA. 

L'angolo iscriUo à per misura la melò dell'arco compreso 
fra i suoi lati 

Sìa r angolo UcriUo ( fig. 64 e 63) BAD *, dico die 
1’ angolo BAD à per misura la metà dell’ arco BD. 

Suppongasi primieramente che il centro del circolo sia 
situato dentro Tangolo BAD ( fig. 64 ); si condurrà il dia-ri«.<iii, 
metro AE ed i raggi CB,CD. L’angolo BCE, esterno rispet- 
to al triangolo ÀBC^è eguale alla somma dei due interni ed 
opposti CAB, ABC ( Pì'op. 49-, Cor. 6, lib. /): ma essendo 
il triangolo BAC isoscele, l’ angolo CAB è eguale all’ an- 
golo ABC , dunque l’angolo BCE è doppio di BAC. L’an- 
golo BCE, come angolo al centro, à per misura l’arco BE^ 
dunque l’angolo BAC avrà per misura la metà di BE. Per 
una simile ragione l’angolo CAD avrà per misura la metà 
di ED^ dunque l’angolo BAC più CAD, ovvero BAD , avrà 
per misura la metà di BE più ED, ossia la metà di Bi>, 



perfide., i solidi con altro solido; secondo questo principio t 
volendo la misura di un angolo ABC(tav.7 bis, fig.lO), biso- 
gnerà riferire questo ad un altro angolo ; e siccome l'angor 
lo retto é un angolo di un valore deternunato e facilmente 
assegnabile, cosi si paragonerà coll' angolo retto 1>EF, pre- 
so per unità di misura degli angoli ; allora la misura del - 



V angolo ASC sarà espressa dalla fratone 



ABC 



come gli angoli stanno fra loro come gli archi cosi 

mJ Cd l' 

‘ AC , AC , , , 

onde la stessa frazione-jjp sara pure la misura del- 
l'angolo ABC ; ma.^ se si prenda il quarto della circonfe- 

A C 

renxa DF per misura degli archi, —, indicherà la misura 

Dr 

dell'arco AC; dunque quegli stessi numeri che esprimono 
l' arco AC rappresentano V angolo ABC ( It- Trao. ). 
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se 

rif. Ci. Suppongasi ia-secbrido luogo che il centro C{fig,63) 
sia situalo fuori doll’angolo BAD; allora, tirando il dia- 
metro AE , r angolo BAE avrà per misura la metà di 
BE , r angolo DAE la metà di DE \ dnnnuc la loro ditV 
ierenza BAD avrà per misura la metà di BE menp |a 
melp di DE , ovvero la mela di QD. 

Dunque ogni angolo iscritto etc. C. B. D. 

ri 4 . 65 - Corollario /. Tulli gii gngoli ( fig. 66 ) BAC , BDQ 
etc. iscritti nel medesimo segmento di circolo sono eguali, 
perchè ànno per misura la metà dello stesso arco BOC. 

fìf. 67 . Corollario II. Ogni angolo B.AO {fig. Ci) iscritto nel 
semicircolo è un angolo retto , poiché à per misura la 
melò della mezza circoqreren^ , O^sia |a quarta parte 
delia circonferenza. 

Per dimostrare la stessa cosa in un* altra maniera, 
tirisi il raggio AO ; il triangolo ABO è isoscele , onde 
l’angolo bai; è egqale all’angolo ABC; il triangolo CAD 
è parimente isoscele, e l’angolo CAD è eguale all’angolo 
CpA ; dunque BAC più CAD, o BAD, è egu<ale ad ABD 
piu ADB ; ma se i due angoli B e D del triangolo ABD 
equivalgono insieme al terzo B-AD, i tre angoli del trian- 
golo equiyaleranno a due volte 1’ angolo BAD : ma essi 
equivalgono a due angoli r<!tli ; dunqqc l’ angolo BAD è 
un angolo retto. 

fig. 66. Corollario III. Ogni angolo BAC ( fig. 66 ) iscritto 
in un segmento maggiore del semicircolo è un angolo 
acuto , poiché à per misura la metà dell’ arco BOC mi- 
nore di una mezza circonferenza. 

Ed ogni angolo BOC iscritto in qn segmento mino- 
re del Semicircolo è un angolo ottuso, poiché à per mi- 
snra la metà dell’ arco BAC maggiore di qua mezza cir? 
conferenza. 

rif.cs Corollario IV. Gli angoli opposti k 0 C {fig. 68) 
di un quadrilatero iscritto A6CD, equivalgono insieme a 
due angoli retti ; poiché I’ angolo BAD à per misura la 
metà dell’ arco BCD, l’angolo BCD à phr misura la melq 
dell’ arco BAD ; dunque i due angoli BAD , BCD presi 
insieme ànno per misura la metà della circonferenza ; 
dunque la loro somma equivale a due angoli relU* 
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57 . 

- PUQPOSIZIONE XIX. 

TEOBBMA, 

V angolo formato da una tangente e da una corda d 
per misura la metà dell’ arco compreso fra i suoi lati. 

Sia r angolo B.\C ( fg. 69) formato dalla corda AC eìs-Ss. 
e dalla tangente BE ; dico che l’ angolo BAC à per mi- 
sura la metà dell’ arco AMDC, compreso fra i suoi lati. 

Dal punto di contatto A conducasi il diametro AD*, 
l’angolo BAD è retto ( Frop. d); esso à per misura la ■ 
metà della mezza circonferenza AMD : I’ angolo D^C k 
per misura la metà di DG ; dunque BAD più DAC ossia 
BAC à per misura la metà di AMD più la metà di DQ, 
ovvero la metà dell arco intero AMDC. Si dimostrerebbe 
similmente che l’ angolo CÀE à per misura la metà del- 
r arco AC compreso fra i suoi lati (a). Quindi l'angolo 
formato etp. C. B. D. 



(a) Dimostrato questo teorema^ è chiaro che. gli an- 
goli formati da una tangente e da una corda sono eguali 
agli angoli che si formerebbero negli alterni segmenti del 
circolo. 

Infatti P angolo FBA ( flg. 89 ) ò per misura la 
metà dell' arco AKB i quale metà misura ancora l’ an- 
golo formato nell'alterno segmento del circolo^ cioè AMB; 
quindi questi angoli sono eguali; similmente si dimostre- 
rebbe l’ angolo ABE esser eguale a qualunque angolo po- 
trebbe formarsi nell' alterno segmento. 

( In Trad. ) 



Lboenobb Geom. Piana. 
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PROBLEMI 

RtLATiYl AL PRIMO E SECONDO LIBRO. 



PROBLEMA I. 

Dividerà una linea retta data in due parti eguali. 

rif.;». Sia data una linea retta AB ( fig. 70 ), bisogna di- 
viderla in due parti eguali. 

Dai punti A e B, come centri, e con raggi eguali, 
descrivansi due archi che si taglino in D ^ il punto D 
sarà egualimnte lontano dai punti A e B ; segnisi nella 
stessa maniera al di sopra o al di sotto della linea AB 
un secondo pupto E egualmente lontano dai punti A e B-, 
por i due punti D ed E tirisi la linea DE *, dico che DE 
taglierà la linea AB in due parti eguali nel punto C. 

Poiché i punti D ed E essendo ciascuno egualmente 
distante dalle estremità A e B , debbono trovarsi ambi- 
due nella perpendicolare innalzata sul mezzo di AB. Ma 
per due punii dati non può passare se non che una sola 
linea retta ; dunque la linea DE sarà quella che taglia 
la linea AB in due parti eguali nel punto C. Quindi la 
retta BA è stata divisa per metà in C. Ciò bisognava tiare. 

PROBLEMA 11. 

Da un punto dato in una retta, alzare a perpendicolare 
a questa linea. 

Sia il punto A ( fig. 71 ) sopra la retta BC, è d’ uopo 
alzare dal punto A una perpendicolare a questa retta. 

Prcndansi i punti B, C ad egual distanza da A; indi 
dai punti B e C, come centri , e con un raggio maggior 
di BA , descrivansi due archi che si taglino in D ; ti- 
risi AD -, dico esser questa la perpendlbolare domandala. 

Poiché il punto D essendo egualmente lontano da B 
e C, esso appartiene alla perpendicolare alzala sopra il 
mezzo di BC -, dunque AD é questa perpendicolare. Quin- 
di dal dato punto ’A si è alzata la perpendicolare AD 
alla retta BC. C. B. F. 
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Scolio. La medesima co:>iruzion 0 serve a fare un ango- 
lo redo BAD in uu punto A dato sopra una retta data CB. 

PROBLEMA III. 

Da un punto dato fuori di una linea retta , abbassare 
a questa linea la perpendicolare. 

■ Dal punto dato A ( /^. 72) fuori della linea retta f!* v 
BD , abbassare a questa linea la perpendicolare. 

Dai punto A , come centro , e con un raggio sufll- 
oientemente grande descrivasi un arco che tagli la linea 
data nei punti B e D segnisi in seguito un punto E 
egualmente distante dai punti B, D, e tirisi AE ; dico 
AE essere la domandata perpendicolare. 

Infatti i due punti A ed E essendo ciascuno egual- 
mente distante dai punti B e D, la liuea AE è perpen- 
dicolare a BD. Quindi dal dato punto A si è abbassata • 
la perpendicolare AE alla retta BD. C. B. F. 

PROBLEMA IV. 

Ad un punto dato in una linea., fare un angolo eguale 
ad un angolo dato. 

Al punto A ( fig. 73) della linea AB, fare un angolo 
eguale air angolo dato K. 

Dal vertice K , come centro , e con un raggio ad 
arbitrio descrivasi 1’ arco IL terminato ai due lati del- 
r angolo : dal punto A , come centro, e con un raggio 
AB eguale a Kl, descrivasi l’arco indefinito BO ; pren- 
dasi poi un raggio eguale alla corda LI ", dal punto B, 
come centro , e col medesimo raggio , descrivasi Tarco 
dm tagli in D l’arco indefinito BO ; tirisi AD', dico l’an- 
golo DAB essere eguale all’ angolo dato K. 

Infatti i due archi BD, Li ùnno'ruggi eguali e corde 
eguali ; dunque ( Prop. 4,lib. Il) sono eguali, e perciò 
1’ angolo BAD è eguale all’ angolo IKL. Quindi al dato 
punto A nella retta AB si è fatto l'angolo BAD eguale 
all' angolo dato K. C. B. F, 
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PROBLEMA V. 

Lividere un angolo od un arco in due parti egualL 

74 1.® Sia 1’ arco AB ( 74), dividerlo in due parti 

eguali. 

Dai punti A e B , come centri , e con Uno stesso 
raggio descrivansi due archi che si taglino in D ; pel 
punto D e pel centro C tirisi CD -, dico GD taglierà l’arCo 
AB in due parti eguali nel punto E. 

Infatti ciascuno dei punti G e D è egualmente distante 
dalle estremità A e B delta corda AB dunque la retta 
GD è perpendicolare sulla metà, di questa corda ; dessa 
divide l’arco AB in due parti eguali nel punto E ( iVop. 6y 
lib. il). 

2.° 6ia r angolo AGB , dividerlo per metà. 

Gol centro C , come centro ^ descrivasi l’ arco ÀB^ 
dai punti A e B, come centri, e con uno stesso raggio, 
descrivansi due archi che si taglino in D \ pel punto. D> 
e pei centro G tirisi CD, che divide in due parti eguali 
1’ arco AB , per èssere ciascuno dei punti G , D egual- 
mente distante dalie estremità A e B ; poiché è chiaro 
che essendo l’arco AE eguale all’arco EB, l’angolo AGB 
debb’ essere eguale all’angolo EGB ( Prop. 1S, hà. // ); e 
quindi la CD divide 1’ angolo AGB per metà. 

Si è diviso dunque in due parli eguali l’angolo ACÉ, 
e l’arco AB. C. B. F. 

Scolio. Si può con la medesima costrusioné divide- 
re ciascuna delle metà AE , EB in dite parti eguali, in 
otto ^ in sedici étc. (a). 



(a) Slitniamo Hoh sì^per^uo nótaré, the se l’angolo dato 
fosse retto, potrebbe ancora dividersi in tre parli eguali. 

Infatti se S' intenda costruito un triangolo equilatero, 
sopra un lato dell’ angolo retto a parlii'e dal vertice , la 
porzione dell' angolo retto dato , che forma il terzo an^ 



goto dei iHàngoìo equilatero, ~ uH angolo retto ( Go‘ 



rolv Ò, Piro]^. lib. 1 ) ; qninài la Htnànenìe pòniont deU 
t àngoio tetto ni sàrd giusto il ierio ; dunque dividen^ 
do per niè'fd V àngolo del triangolo equilatero , resterà 
ttisecaté i angolo relté'^ ( Il Tua». ) 
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TBOBLEMA VI. 

Per un punto dato , condurre la parallela ad una linea 

retta data,. 

t>el dato punto A ( fig. *JS ) condurre la parallela 
alla linea retta BG. 

Dal punto A , come centro >, e con un raggio ab- 
bastanza grande, descrivasi inarco indefinito ÉO*, dal punto 
È, come centro, e col medesimo raggio, descrivasi l’ar- 
co AF ; prendasi ED eguale ad AF , e tirisi AD •, dico 
esser questa la parallela domandala. 

Poiché congiunta la AE , si vede che gli angoli al- 
terni AEP, EAD sono eguali , essendo gli archi AF, ED 
eguali ‘, dunque la linea AD è parallela alla BC ( Prop. 
84, lib. /). Quindi pel punto A si è condotta la paral- 
lela AD alla BC. G. B. F. 

PROBLEMA VII. 

Èssendo dati due angoli di un triangolo, trocare il terzo. 

Siano dati due angoli A e B(lig.V6) di un trian- 
golo , trovare il terzo. 

Tirisi la linea indednita DEF *, facciasi al punto E l’an^ 
golo dEG eguale alF angolo A , e 1’ angolo GEH eguale 
un’angolo B *, dico che il rimanente angolo HEF è l’au- 
golo richiesto. 

Poiché questi tre angoli presi insieme equivalgono 
a due angoli retti \ e siccome ancora i tre angoli di un 
triangolo sono eguali a due retti ( Prop. 49, Uh. I ) , 
ed essendo i due DEG , GEH eguali ai due A , B , sarà 
il rimanente HEF eguale al terzo del triangolo ( Ass. 7). 
Dunque essendo doli due angoli di un triangolo , si i 
trovalo il terzo. G. B. F. 

Problema vm. 

ikiti due tali di un triangolo e l'angolo da essi compreso , 
descrivere il triangolo. 

Siano dati i lati B, G ( fig. yy) di un triaugolo, e l’an- 
gelo A che essi comprendono , descrivere il triangolo. 
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Tirisi la linea indefinita DE ; facciasi al pùnto D l*an« 
goto EDF eguale all’ angolo A ; prendasi quindi DG eguale 
a B, DU eguale a G, tirisi GH ; dico DGR sarà il trian- 
golo cercato, poiché à i due lati GD e DH e l’angolo GDH 
eguali ai dati. Quindi dati due lati di un triangolo e l’an- 
golo da essi compreso^ si è descritto il triangolo. G. B. F. 

PBOBLEMA IX. 

Dati due angoli ed un lato di un triangolo y 
descrivere il triangolo» 

Siano dati due angoli A e B ed un iato AB di uu 
triangolo , bisogna descrivere il triangolo. 

1 due angoli dati saranno o tutti e due adiacenti al 
Iato dato, od uno adiacente e l’altro opposto, in questo 
ultimo caso, cercato il terzo (P/*o6. 7), si avranno cosi 
i due angoli adiacenti al dato iato. 

Giò posto, tirisi la retta DE ( fig. 78 ) eguale ai lato 
dato, facciasi al punto D l’angolo EDF eguale ad uno de- 
gli angoli adiacenti, ed al punto E l’ angolo DEG eguale 
all’ altro : le due linee DF , EG si taglieranno in H , e 
sarà cosi descritto il triangolo DEH domandato col dato 
lato e cogli angoli dati. Quindi dati due angoli ed un 
lato di un triangolo si è descritto il triangolo. C. B. F. 

PROBLEMA X. 

Dati i tre lati di un triangolo , descrivere il triangolo. 

Siano dati i tre Iati ( fig, 79) A, B, G di un trian- 
golo » fa d’ uopo descrivere il triangolo. 

• Tirisi DE eguale al lato A -, col punto E, come cen- 
tro , e con un raggio eguale al secondo lato B, descrivasi 
un arco; dal punto D, come centro, e con un raggio egua- 
le al terzo lato G, descrivasi un altro arco che taglierà il 
primo nel punto F; tirate DF, FE; si sarà cosi descritto 
il triangolo DEF domandato , avente i tre lati DE, DF, 
FE , eguali ai tre dati A , B, G. Quindi dati i tre lati 
di un triangolo si è descritto il triangolo. G. B. F. 

Scolio. Se uno de’ lati fosse maggiore della somma 
degli altri due , gli archi non s’ incontrerebbero-, ma la 
soluzione sarà sempre possibile se la somma di due la- 
ti , Jjfesì come si vorrà , sia maggiore del terzo. 
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Essendo dati due lati dt un triangolo cd un angolo opposto 

ad uno dei lati dati , descricere il triangolo. 

Stano dafi ( fig. 80) ì due tali A c B di un triangolo >^*** 
e r angolo C opposto ai iato B, descrivere il triangolo. 

Vi sono due casi : i." se l’angolo C è retto od ot- 
tuso Tacciasi T angolo EDF eguale all’ angolo C , pren- 
dasi DE eguale ad A *, dal punto E, come centro, e con 
un raggio eguale al lato dato B, descrivasi un arco ebe 
tagli in F la linea DF , e tirisi EF ; dico EDF essere il 
triangolo richiesto. 

Infatti il lato DE è eguale al lato A , il lato EF al 
lalo B , e r angolo D eguale a C. 

Bisogna in questo primo caso che il iato B sia mag- 
giore di A*', poiché essendo 1’ angolo C retto od ottuso, 
è il maggiore degli angoli del triangolo ; dunque il luto 
opposto dev’ essere pure il maggiore. 

2.® Se l’angolo C è acuto {fig. 8/)^ e B sia mag- 
giore di A , à sempre luogo la medesima costruzione, e 
DEF è il triangolo domandato. 

Ma se, r angolo C ( fig. 82) essendo acuto, il lalo ri,s<. 
B Tosse minore di A , allora 1’ arco descritto dal centro 
£ col raggio EF eguale a B taglierà il luto DF in due 
punti E e G situati dalla medesima parte per rapporto 
a D *, dunque vi saranno due triangoli DEF , DEG che 
soddisTcranno egualmente al problema. Quindi dati due 
lati ed un angolo opposto ad uno dei lati si è descritto 
il triangolo. C. B. F. 

Scolio. 11 problema sarebbe impossit^le in lutti i 
casi , se il lato B fosse minore delia i>erpeudicolare ab- 
bassata da £ sopra la retta DF. 

PROBLEMA XII. 

Essendo dati due Iati adiacenti di un parallelogrammo e 
l'angolo da essi compresoydescrivere il parallelogrammo. 

Siano dati i due Iati A , 6 ( fig. 83 ) adiacenti di fì( ss. 
un parallelogrammo, e 1’ angolo C da essi compreso, de- ' 
scrivere il parallelogrammo. 

Tirisi la lìnea DE eguale ad A, facciasi, al punto D 
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r angolo FDE eguale a C, prendasi DF eguale a B : de* 
scrivansi due archi uno dal punto F , come centro , e 
con un raggio FG eguale a DE , 1’ altro dal punto E , 
come centro, e con un raggio EG eguale a OEi al punto 
G , ove questi due archi si tagliano , tiriiisi FG , EG » 
dico DEGF essere il parallelogrammo domandalo. ^ 
Poiché per costruzione i lati opposti sono eguali , 
dunque la figura descritta è un parallelogrammo ( Prop. 
SO. lib. / ), e questo parallelogrammo è formalo coi lali 
dati e P angolo dato. Dunque dati due lati adiacenti di 
un parallelogrammo, e /’ angolo da essi compreso , si é 
descritto tale parallelogrammo. C. B. F. 

Corollario. Se rangolo dato è retto , la figura sarà 
un rettangolo : se poi i lati sono eguali, sarà un quadrata. 

PROBLEMA XIII, 

Trovare il centro di un cerchio o di un arco dato. 

Dato il cerchio terminalo dalla circonferenza ABC , 
ris «4. ( fig. 84 ) trovare il centro ! cosi pure di un arco. 

Prendansi a piacere nella circonferenza o nell’arco 
tre punti A , B , G ; tirinsi le rette AB , GB; dividere 
queste due linee in due parti eguali per mezzo delle per- 
pendicolari DE , FG -, dico che il punto d’ incontro 0 di 
queste perpendicolari sarà il centro domandato, 

' Infatti ( Scolio Prop. 6, Ub. U) nella perpendicolare 
DE dovrà trovarsi il centro del cerchio , dovrà ancora 
trovarsi nella perpendicolare FG \ dunque troverassi nel 
punto comune 0 ove s’ incontrano. Quindi dato un cer- 
chio od un arco é trovato il centro. G. B. F. * 

La medesima costruzione serve a far passare una cir* 
conferenza per tre punti dati A, B, G*, come pure a de- 
scrivere una circonferenza nella quale il triangolo ABC 
sia iscritto. 

PROBLEMA XIV. 

Per un punto dato condurre una tangente ’ 
ad un cerchio dato, . , 

rii»** Sia dato il punto \ {fig. 8S) sopra la cìrconferen* 
za, ed il punto A fuori il cerchio {fig^ 86)’, fa d’ uopo 
condurre in ambidue i casi la tangente al cerchio. 
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!.• Tirisi il raggio CA , e conducasi AD perpendi- 
colare a C.\ dico AD essere la tangente domandata. 

Infatti ( Prop. 9, Ub. II) la perpendicolare innalzata 
air estremità di un raggio ò tangente al cerchio -, dun- 
que DA è la tangente richiesta. 

2.” Uniscasi il punto A ed il cétitro colla linea ret- 
ta CA i dividasi CA in duo parli eguali nel punto 0 ; 
dal punto 0 , come centro , e col raggio OC descrivasi 
una circonferenza che taglierà la circonferenza data nel 
punto B ; tirisi AB; dico AB essere la tangente domandala. 

Poiché tirando CB, l’angolo CBA iscritto nel semi- 
cerchio è un angolo retto ( Prop. i8 , lib. Il ) ; dunijun 
AB è perpendicolare all’ estremità del raggio CB ; ossa 
dunque è la tangente domandata. 

Quindi dato un punto o sopra la circonferenza o 
fuori del cerchio si é condotta la tangente. C. B. K. 

Scolio. Essendo il punto A fuori del cerchio, si vedo 
che vi sono sempre due tangenti eguali , AB , AD, che 
passano nel punto A j esse sono eguali perche i I rian- 
goli CB.4, CD.\ ànno l’ ipotenusa CA comune ed il lato 
CB eguale al lato CD ; quindi esse sono eguali ( Prop. 

■/??, lib. I ) ; dunque AB è eguale ad .\D, e nello slcsaO 
tempo l’angolo CAD è eguale all’ angolo CAB. 

PROBLEMA XV. 

Iscrivere un cerchio in. un triangolo dato. 

Dato il triangolo ABC ( fig. 87 ), iscrivervi un cer- ri*.»?. 

chio. 

Dividansi gli angoli A e B in due parli eguali colle 
rette AO , BO, che s’ incontreranno in 0 ; dal punto 0 
abbassinsi le perpendicolari OD , OE , OE sopra i tre 
lati del triangolo 5 dico che queste perpendicolari sono 
eguali fra loro , ed il cerchio descritto col centro 0 e 
con un raggio eguale a ciascuna delle tre peri^endicolari 
essere il cerchio iscritto nel triangolo Al^. 

Infatti per costruzione l’angolo DAO è eguale adOAF, 
l’angolo retto OD.\ è eguale ad AFO: dunque il terzo an- 
golo AOD è eguale al terzo AOFi d’altronde il lato AO è 
comune ai due triangoli AOD, AOF , e gli angoli adia- 
centi al lato eguale sono eguali *, dunque questi due trian- 
goli sono eguali ^ e perciò DO è eguale ad OF. Si dimostre- 
rà similmente che i due triangoli BOD , BOE sono eguali j 

LEGKNDR8 Geom. Piana, 10 
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qiiindi DO è eguale ad OE ; dunque le tre perpendico- 
lari OD , OE , OF sono eguali fra loro. 

Ora se dal punto 0, come centro, e col raggio OD 
si descriva una circonferenza, è chiaro che questa sarà 
iscritta nel triangolo ABC , poiché il iato AB perpendi- 
colare all’ eslremilà*^del raggio OD è una tangente , ed 
è lo stesso dei luti BC , AC. 

Quindi nel detto triangolo ABC si è iscritto il cer- 
chio DFE. C. B. F, 

Scolio. Le tre lince rette che dividono in due parti 
eguali i tre angoli di un triangolo concorrono in un me- 
desimo punto. 



PROBLEMA XVI. 

Sopra una linea retta data descrivere un segmento ca- 
pace di un angolo dato ; cioè un segmento tale , che 
tutti gli angoli in esso iscritti siano eguali ad un an- 
golo dato. 

.88 Sia dala la linea retta AB ( SSc 5P), descriver- 
vi sopra un segmento tale , che tutti gli angoli in esso' 
iscritti siano eguali ad un angolo dato C. 

Prolunghisi AB verso D •, facciasi al punto B P an- 
golo DBE eguale a C ; tirisi BO perpendicolare ad EB , 
e GO perpendicolare al punto medio di AB ■, dui punto 
d’ incontro 0, come centro, e col raggio OB descrivasi 
il cerchio AMBE -, AMB dico essere il segmento richiesto. 

Poiché siccome BF è perpendicolare all’ estremila 
del raggio OB , sarà BF una tangente, e 1’ angolo ABF 
avrà per misura la melà delParco AKB( Prop. -/9,lib. II). 
1/ angolo AMB , come angolo iscritlo, à per misura lu 
melà dell’arco AKB -, dunqmi l’angolo AMB é eguale al- 
l’angolo ABF, eguale all’ angolo ÈBD, eguale al dato C. 
Quindi tutti gli angoli iscritti nel segmento AMB sono 
eguali all’ angolo dato C , essendosi già dimostrato che 
tulli gli angoli iscritti nel medesimo segmento di cerchio 
essere eguali fra loro. Quindi sopra una data linea retta 
si è descritto un segmento tale , che tutti gli angoli in 
esso iscritti sono eguali ad un angolo dato. C. B. F. 

Scolio. Se 1’ angolo dato fosse retto , il segmento 
domandato sarebbe il semicerchio descritto sopra AB co- 
• ine diametro. 



Digitized by Google 




67 

PROBLtMA XVn. 

Trovare il rapporto numerico di due linee rette, qualora 
queste due linee ànno tra loro una misura comune. 

Siano date le due linee rette ABe CQ{(ig.90) che ànno 
una misura comune, bisogna trovarne il rapporto numerico. 

Adattisi la minore CD sopra la maggiore AB tanle 
volte , quante può esservi contenuta •, per esempio, due 
volte col residuo EB. 

Adattisi il resìduo BE sopra la CD tante volte, quante 
può esservi contenuto -, una volta, p. e., col residuo DF. 

Si adatti il secondo residuo DF sopra il primo BE 
tante volte , quante può esservi contenuto *, una volta , 
p. e. , col residuo GB. 

Si adatti il terzo residuo GB sopra il secondo DF 
tante volle , quante può esservi contenuto. 

Continuisi così tìncbè si abbia un resìduo che sia 
contenuto un numero esatto di volte nel suo precedente. 

Allora quest’ ultimo residuo sarà la comune misura 
delle lince proposte , e riguardandolo come i’ unità , si 
troveranno l'ucilmente i valori dei residui precedenti , e 
finalmente quelli delle due linee proposte, donde si con- 
chiuderà il loro rapporto in numeri. 

Per esempio, se si trova che GB è contenuto due vol- 
te esattamente in FD , BG sarà la comune misura delie 
due linee proposte. Sia BG eguale ad 1, si avrà FD eguale 
a 2 -, ma EB contiene una volta FD più CB dunque EB 
è eguale a 3 : CD contiene una volta EB più FD -, dun- 
que CD è eguale a 5 : finalmente AB contiene due volte CD 
piu EB ; dunque AB è eguale a 13 ; quindi il rapporto 
delle due linee AB , CD è quello di 13 a 5. Se la linea 

1 13 

CD fosse presa per unità, la linea AB sarebbe-- , e se la 

5 

liuea AB fosse presa per uuilà, la linea CD sarebbe — . 

15 

Quindi dote due linee se n’ è trovalo il rapporto nu- 
merico. C. B. F. 

Scolio. Il mi‘todo esposto è quel medeaimo che pre- 
scrive r aritmetica per trovare il commi divisore di due 
miineri ; quindi non à bisogno d’ altra dimoiti azione.. 
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Può accadere , che per quanto avanti si continui la 
operazione , non si trovi mai un residuo che sia conte- 
nuto un numero esalto di volte nel precedente. Allora 
le due linee non anno alcuna misura comune , e sono 
quelle che si chiamano incommensurabili ; se ne vedrà 
in seguilo un esempio nel rapporto della diagonale al 
lato del quadrato. Non si può dunque allora trovare il 
rapporto esalto in numeri •, ma trascurando Tullimo re- 
siduo, sì troverà un rapporto più o meno approssimativo 
secondo che più o meno sarà spinta avanti Toperazione. 

PROBLEMA XVIIL 

Dati due angoli trovare la loro comune misura se l* abbiano^ 
e quindi il loro rapporto in numeri. 

gì. Siano dati i due angoli A , B ( pg. 91 trovarne 
la comune misura , se 1’ anno , e quindi il rapporto di 
essi in numeri. 

Descrivansi con raggi eguali gli archi CD, EF che 
servono di misura a questi angoli; procedasi in seguilo, 
per la comparazione degli archi CD, EF come nel pro- 
blema precedente •, poiché un arco può adattarsi sopra 
un arco dello stesso raggio, come una linea retta sopra 
una linea retta. Si perverrà cosi alla comune misura de- 
gli archi CD , EF , se 1’ anno , ed al loro rapporto in 
numeri. Questo rapporto sarà lo stesso di quello degli 
angoli dati ( Prop. 11 , Uh. II )\ e se DO è la misura 
comune degli archi, DAO sarà quella degli angoli. Quin- 
di dati due angoli si è trovalo etc. C. B. F. 

Scolio. Si può così trovare il valore assoluto di un 
angolo paragonando l’arco che gli serve di misura a tutta 
la circonferenza : per esempio, se 1’ arco CD è alla cir- 

3 

conferenza come 3 a 25 , T angolo A saià — di quattro 



12 * 

angoli retti , ovvero — di un angolo retto. 

Potrà pure accadere che gli archi paragonati non 
abbiano alcuna misura comune : allora non si avranno 
per gli angoli se non che rapporti in numeri più o me- 
no approssimativi , secondo che 1’ operazione sarà stala 
spinta più 0 meno avanti. 
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D EFINIZIONI 



I. w3t diranno /fjfure equivalenti quelle le cui su- 
perficie sono eguali. 

Due figure possono essere equivalenti quantunque 
siano molto dissìmili : per esempio , un circolo può es- 
sere equivalente ad un quadralo, un triangolo ad un ret- 
tangolo etc. come si vedrà. 

La denominazione di figure' eguali sarà conservala 
a quelle che essendo applicate I’ una sopra l’altra coin- 
cidono in tulli i loro punti ; tali sono due circoli i cui 
raggi siano eguali; due triangoli che ànno i tre lati re- 
spetlivamenle eguali , eie. 

IL Due figure sono simili quando ànno gli angoli 
respeUivamenle eguali ed i lati omologhi proporzionali. 
Per lati omologhi s’ intendono quelli che ànno la mede- 
sima posizione nelle due figure,^oc‘he sono adiacenti ad 
angoli eguali. Questi medesimi angoli diconsi angoli omo- 
loghi. 

Due figure eguali sono sempre simili *, ma due fi- 
gure simili possono essere mollo discguali. 

111. In due circoli differenti si dicono archi simili , 
settori simili , srgmenU simili^ quelli che corrispondono 
ad angoli al centro eguali. 

Così /essendo l’angolo A ( fig. 92 ) eguale all’ angolo 
0 , l’ arco BC è simile all’ arco DE , il seltcre ABC al 
settore ODE , eie. 



IVi L’ altezza di un parallelogrammo è la perpen- 
dicolare EF ( fig. 93) che misura la distanza di due lati *^'*-»’* 
opposti AB 1 CD , presi per basi. 

V. L ’ altezza di un triangolo è la perpendicolare AD . 

( fig. 9i) abbassata dal vertice di un angolo A sopra i,*’'*’’* 
lato opposto BC , preso per base. 
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VI. L ’ aUezxa del trapezio è la perpendicolare EF 
{fig. 93) tirata fra i suoi due lati paralleli AB , CD. 

VII. L’ area o la superficie di una figura sono ter- 
mini quasi sinonimi. L’ area indica più particolarmente 
la quantità superficiale della figura in quanto che essa 
ò misurata o paragonata ad altre supei ficie. 

N. B. Per l’ intelligeoza di questo libro e dei seguenti, Li- 
sogna Jiver presente la teorica delle proporsioni, per la quale ri- 
mandiamo ai trattati ordinati di aritmetica e di olgehra. Fare- 
mo solamente una osservazione che è importantissima per ista — 
bilire il vero senso delle proposizioni , e dissipare ogni oscurità 
ti nello enanciato che nelle dimostraiioni. 

Se si abbia la proporsiooe AlBIIClD,sisa che il 
prodotto degli estremi A X D è eguale a B X C prodotto dei 
medi. 

Questa verità è incontrastabile quanto ai numeri ; essa lo è 
pure per le grandezze di qualunqae sorta , purché si esprimano 
o s’immaginino espresse in nntneri ; ciò che si può sempre sup- 
porre : per esempio, se A, B, C, D sono linee, si può immagi- 
nare che una di queste quattro linee, ovvero una quinta, se si 
voglia , serva a tutte di comune misura , e sia presa per unità; 
allora A, B , C , O rappresentano ciascuna no certo numero di 
unità intero o fratto y commensurabile od incommeosurabiie , e 
la pruporaione tra le linee A, B, C, D diventa uua propor- 
zione di numeri. 

Il prodotto delle linee A e D che si chiama ancora il loro 
rettangolo, non è douqoe altro che il numero delle nniià lineari 
contenute io A, moltiplicato per lo numero delle unità lineari 
contenute in D ; e si concepisce facilmente che questo prodotto 
può e dev’ essere eguale a quello che resulta similmente dalle li- 
nee B e C. 

Le graudezze A e B possono essere di una specie, peresem> 
pio, linee, e le grandezze C e D di un’. altra specie , per esem- 
pio , snperBcie ; allora bisogna riguardare sempre queste gran- 
dezze come numeri ; A e B si esprimeranno in unità lineari, C 
e D in unità supeiBciali , ed il prodotto A X D sarà un nu- 
mero come il prodotto B X C> 

Generalmente in tutte le operazioni che si faranno sopra le 
proporzioni , bisoi;na sempre riguardare i termini di queste pro- 
porzioni come altrettanti numeri , ciascnuu della specie che gli 
■ onviene , e non saia dilficile a concepire queste operazioni o le 
conseguenze che ne derivami. 

Dobbiamo però avvertire che parecchie nostre rlioiastraiioni 
^ono fondate sopra alcnne regole semplicissime dell’ algebra , le 
quali sussistono esse stesse sopra gli assiomi coguiti : c.is) se si 
à A r= B CV é si moltiplichi ogni membro per urrà stessa 
qmnlità M , jc ne touch. udì a X M ~ B X M -f- C X 
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parimente se »i à A = B -f- C , e D — E — C, e si aggiiin- 
gano le quantilti eguali , cancellanrto -f" Ce — C che si di- 
straggono, se ne cuncliiuJeià A D B E , e cosi degli 
altri cas>. Tutto ciò è assai evidente per se stesso , ma in cisn 
di diflicolih saih bene di consultare i libri di algebra , e tidui- 
nisebiare cosi lo studio delle due scienze» 

PROPOSIZIONE PRIMA. 

TEOBEMA. 

/ parallelogrammi che anno basi eguali ed aUexxe 
eguali sono equivalenti. 

Siano i due parallelogrammi ARCO, AREE ( fig. 96 ) Fi«.»fc 
che anno le basi eguali e la stessa altezza ; dico che 
questi parallelogrammi saranno equivalenti. 

Intuiti essendosi supposto avere la stessa altezza, le 
basi superiori DC, FE saranno situale sopra una mede- 
sima lìnea retta parallela ad AR. Ora, per la natura dei 
parallelogrammi , si à AD eguale a RC , ed AF eguale 
a RE -, pér la medesima ragione si à DC eguale ad AR, 
ed EF ad AR ; dunque DC è eguale ad EF ; onde , lo- 
gliendo DC ed FE dalla medesima linea DE , i resinili 
CE, DF saranno eguali. Da ciò segue che i triangoli DAF, , 

. CBE sono equilateri fra loro, e per conseguenza eguali 
( jProp. // , lib. / ). Ma se dal quadrilatero ARED si 
toglie il triangolo ADF, resta il parallelogrammo ABEF^ 
e se dal medesimo quadrilatero ARED si toglie il trian- 
golo CRE , resta il parallelogrammo ABCD \ e siccome 
dallo stesso quadrilatero le parti triangolari tolte sono 
eguali , le parti rimanenti rappresentate dai due paral- 
lelogrammi ARCO, ABEF che Anno lu medesima base ed 
eguale altezza sono equivalenti ( Ass. 7 ). 

Quindi t parallelogrammi etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque ogni parallelogrammo kBCD{fig.97) pr* 97 . 
è equivalente al rettangolo AREF che à la medesima base 
e la stessa altezza. 
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PROPOSIZIONE II. 



TEOBBMA. 

Se un triangolo ed un parallelogrammo anno la medeii- 
ma base e la slessa altezza , il triangolo è metà del 
parallelogrammo. 

p.. j 11 parallelogrammo ABCD ( fig. 5(9 ) ed il triangolo 
ABC abbiano la medesima base e la stessa altezza ; dico 
il triangolo essere metà del parallelogrammo. 

In latti nel parallelogrammo ABC.D la diagonale AG 
divide il parallelogrammo in due triangoli eguali ABC , 
ACD ( Prop. 28. l'h. i) ; quindi tutto il parallelogram- 
mo è doppio del triangolo ABC. Dunque se un paralle- 
logrammo etc. C. B. D. 

Corollario 1. Dunque un triangolo ABC è la metà 
del rettangolo BCEF che à la medesima baso BC e la 
stessa altezza AO -, perchè il rettangolo BCEF è equiva- 
lente al parallelogrammo ABCD. 

Corollario IL Tutti i triangoli che ànno basi eguali 
ed altezze eguali sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Due rettangoli che ànno la medesima altezza , stanno 
fra loro come le basi. 

Siano ABCD , AEFD { fig- 99 ) due rettangoli che 
'* ”* ànno la medesima altezza AD •, dico che stanno fra loro 
come le basi' AB , AE. 

Suppongasi primieramente che le basi AB, AE siano 
commensurabili tra loro, e che stiano, per esempio, come 
i numeri 7 e 4 ; se dividasi AB in 7 parti eguali , AE 
conterrà 4 di queste parti ; innalzisi da ogni punto di di- 
visione una perpendicolare alla base, si formeranno così 
7 rettangoli parziali che saranno fra loro eguali, perchè 
«vrannn cgi iajj hasi e la stessa altezza, li rettangolo ABCD 
conterrà 7 jjÉjpgoli parziali, mentre AEFD ne conterrà 
4 ; dunqmpBttangolo ABCD sta al rettangolo AEFD 
come 7 a 4®Tero come AB sta ad AE. Il medesimo ra- 
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gìonamento può essere, applicalo ad ogni altro rapporto 
diverso da quello di 7 a 4 ; dunque qualunque sia que- 
sto rapporto , purché commensurabile , si avrà 

ABCD ; AEFD :: AB ; AE. 

Suppongasi in secondo luogo che le basi ( fig.iOOyiK t»». 
AB, AE siano incommensurabili fra loro y dico che ciò 
non ostante si avrà 

ABCD : AEFD II AB ; AE. 

Poiché se questa proporzione non é vera, restando gli 
stessi i tre primi termini, il quarto sarà maggiore o mi- 
nore di AE. Suppongasi che sia maggiore, e che si abbia 

ABCD ; AEFD :: AB : AO. 

Dividasi la linea AB in parti eguali, minori di EO, 
vi sarà un punto di divisione 1 situato tra E ed 0 ; da 
questo punto alzale sopra AI la perpendicohu’e 
basi , AB, Al saranno commensurabili fra loro 
si avrà , secondo ciò che si è dimostrato , 

ABCD ; AIKD :: AB ; Al. 

Ma si à per ipotesi 

ABCD : AEFD AB I AO. 

In queste due proposizioni gli antecedenti sono eguali*, 
dunque i conseguenti sono proporzionali , e ne resulta 

AIKD ; AEFD “AI : AO. 

Ora AO é maggiore di Al ; dunque alllnchè sussi- 
stesse la proporzione , bisognerebbe che il rettangolo 
AEFD fosse maggiore di AIKD : ora al contrario esso è 
minore ; dunque la proporzione è impossìbile *, dunque 
ABCD non può stare ad AEFD come AB sta ad una li- 
nea maggiore di AE. 

Con un ragionamento affatto simile si proverebbe 
che il quarto termine della proposizione ntui può essere 
minore di AE^ dunque esso é esattamente eguale ad AE. 

Dunque , qualunque sia il rapporto delle basi, due 
rettangoli che ànno la medesima altezza ABCD , AEFD 
stanno fra loro come le basi AB , AE. 

Quindi due reUangoli etc. C. B. D. 

Leqbndbb Geom. Piana. 4i 
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PROPOSIZIONE ir. 



1 F-OIlKMl . 

Du»> rettangoli qualunque stanno fra loro come i prodotti 
delle basi moltiplicale per le altezze. 



Wig.ft. Siano i due relinrigoli ABCD , AEGF ( fig. iOI ) ; 
diro che questi stanno fra loro come i prodotti delle basi 
moltiplicale per le altezze , in modo che si à 

ABCD ; AEGF :: ABXAD : AEXAF. 



Dispongansi i due rettangoli in maniera che gli an- 
goli in A sieno opposti al vertice \ prolunghinsi i lati 
GE , CD fino all’ incontro H •, i due rettangoli ABCD , 
AEIID anno la stessa alb'zza AD; essi stanno dunque Ira 
loro collie^ le basi AB, AE i similmente i due rettangoli 
A’EGF ànno la stessa altezza AE ; essi stanno 
l'ra loro come le basi AD, AF, e si avranno per- 
lue proporzioni 




ABCD 

AEHD 



AEHD 

AEGF 



AB 

Al) 



AE , 
AF. 



Moltiplicando per ordine queste due proporzioni, ed 
osservando che il termine AEHD può essere omesso , 
come moltiplicatore comune airaulecedcntc ed al conse- 
guente , si avrà 



ABCD : AEGF ABXAD : AEXAF. 



Quindi due rellargoli etc. C. B. D. 

Scolio. Dunque si può prendere per misura di un 
rettangolo il prodotto della base per I’ altezza , purché 
s’ intenda per questo prodotto quello di due numeri che 
sono il numero delle unità lineari contenute nella base 
cd il numero delle unità lineari contenute nell’altezza. 

Questa misura d’ ailronde non è assoluta , ma sol- 
tanto relativa -, dessa suppone che si valuti similmente 
un altro rettangolo misurando i suoi lati colia stessa unità 
lineare, si ottiene così un secondo prodotto, ed il rap- 
porto dei due prodotti è eguale a quello dei rettangoli, 
conformemente alla proposizione or dimostrata. 

Per esempio , se la base del rettangolo A è di tra 
unità, e la sua altezza di dieci, il rettangolo sarà 
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prcscnlalo dal numero 3 moUiplioalo per 10, ossia 30, 
numero che du sò solo non significa niente ; ma se si à 
un secondo reliangolo B, la cui base sia di dodici unilà, 
e l’altezza di selle , questo secondo rettangolo sarà rap- 
presentato dal numero 7 moltiplicato per 12, cioè 84*, dal 
che si conchiuderà che i due rettangoli A e B stanno fra 
loro come 30 sta ad 84 ; dunque se si convenisse di pren- 
dere il rettangolo A per unilà di misura nelle superGcie, 

84 

il rettangolo B avrebbe allora per misura assoluta — , cioè 
84 

sarebbe eguale ad — di unità superficiali. 

50 

Egli è più comune e più semplice di prendere il 
quadrato per 1’ unità di superficie , e si sceglie il qua- 
drato, il cui lato sia l'unità di lunghezza*, allora la misura 
che abbiamo riguardata semplicemente come relativa , 
diventa assoluta *, così , per esempio, d numero 30, col 
quale abbiamo misurato il rettangolo A, rappresenta 30 
unilà superficiali, ovvero 30 di quei quadrali, il cui lato 
è eguale all’ unilà. La figura 102 rende ciò sensibile, fìj i«t. 

Si confonde assai spesso in geometria il prodotio di 
du'i linee col rettangolo di esse , c questa espressione è 
anche passata nell’ aritmetica per denptare il prodotto 
di due numeri disegnali, come s’ impiega quella del qua- 
drato per esprimere il prodotto di uu numero moltipli- 
cato per sè nàedcsimo. 

1 quadrati dei numeri 1, 2, 3, eie. sono 1, 4, 9 , 
etc. Cosi si vede che il quadrato fatto sopra una linea 
doppia è quadruplo ( fig iOS )*, sopra una linea tripla èFi*.i«». 
nove volle più grande , e cosi di seguito. 



PROPOSIZIONE V. 



y 



TEOREMA. 



L area di un parallelogrammo qualunque è eguale 
al prodotto della ma base per la sua altezza. 

Sia il parallelogrammo AB< 97); dico che la.’!,,;, 

sua area è eguale al prodotto ddla base AB per la sua 
altezza BE- 

Poiché il parallelogrammo ABCD è equivalento al ret- 
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I bugolo ABEF che à la medesima base AB e la medesima 
altezza BE ( Prop. ^ ora quest’ ultimo à per misura AB 
moltiplicata per BE ( Prop. 4) \ dunque AB moltipllcata 
per BE è eguale all’ area del parallelogrammo ABCD. 
Dunque V area di un parallelogrammo etc. C. B. D. 

Corollario. ì parallelogrammi che anno la medesima 
base slanno fra loro come le altezze ; ed i parallelogram- 
ma che àmio la niede.sima altezza stanno fra loro come 
le basi ; poiché A, B, C essendo tre grandezze qualun- 
que , si à generalmente AXC :• BXC ‘.I A ; B. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOBEMA. 

t 

L’ area di un triangolo è eguale al prodotto della sua base 
per la metà dell’ altezza. 

,« 4 . Sia il triangolo ABC (fig. dico che l’area di 
esso triangolo è eguale al prodotto della sua base BG 
per la melò dell’ altezza AD. . 

Poiché il triangolo ABC é la metà del parallelogram- 
mo ABCE che à la medesima base BC e la stessa altezza 
AD ( Prop. 2) \ ora la superficie del parallelogrammo è 
eguale a BC molRpIicata per AD ( Prop. S ) -, dunque 
quella del triangolo é eguale alla metà di BC moltipli- 
cata per AD , ovvero a BC moltiplicata per la metà di 
ad. Quindi V area di un triangolo etc. C. B. D. 

Corollario. Due triangoli che ànno la medesima al- 
tezza stanno fra loro come le basi, e due triangoli che 
anno la medesima base stanno fra loro come le altezze. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

L’area di un trapezio è eguale alla sua altezza moltiplicata 
per la semisomma delle basi parallele. 

io5. Sia il trapezio ABCD ( fig. iOli') •, dico che la sua 
area é eguale all’ altezza EF moltiplicala per la semi- 
somma delle basi parallele AB , CD. 

Pel punto medio 1 del lato CB tirisi la KL parallela 
al lato opposto AD, e prolunghisi DC finché incontri KL. 



Digitized by Google 




Nei triangoli IBL, ICK si h il Iato IB eguale al lato 
IC, per costruzione, l’angolo LIB eguale all’angolo CIK, 
e l’angolo IBL eguale all’angolo ICK, poiché CK , BL sono 
parallele {Prop. 24, lib. J); quindi questi triangoli sono 
eguali ( Prop. 7,Ub. J) -, dunque il trapezio ABCD è equi- 
valente al parallelogrammo ADKL che à per misura AL 
moltiplicata per EF. Ma si à AL eguale a DK *, e poiché il 
triangolo IBL è eguale al triangolo KCi, cosi il lato BL è 
eguale al lato CK^ dunque AB più CD è eguale ad AL più 
DK ovvero a due volte AL , e perciò AL è la semisomma 
delle basi AB, CDj dunque l’area del trapezio ABCD è eguale 
all’altezza EF moltiplicata per la semisomma delle basi AB, 

f AB-l-CD 

CD ; il che si esprime così : ABCD=EF X } 

i 2 

Quindi V area di un trapezio etc. C. B. D. 

— Scolio. Se pel punto*! , medio di BC , si meni IH 
parallela alla base AB, sarà pure il punto H medio di 
AD ’, infatti la figura AHIL è un parallelogrammo , al 
pari di DHIK , poiché i lati opposti son paralleli -, si à 
dunque AH eguale ad IL , e DH eguale ad IK : ora IL 
è eguale ad IK, perchè i triangoli BIL, CIK sono egua- 
li ; dunque AH è egu^ a DH. . 

Si può osservare che la liya HI è eguale ad AL 
ovvero alla metj^della somma di AB e CD: dunque l'area 
del trapezio può esprimersi dosi EF X HI ; essa dun- 
que è eguale all’ altezza del trapezio moltiplicata per la 
linea che unisce i punti medi dei lati non paralleli. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOBEMA. 

Se una linea retta è divisa in due parti , il quadrato 
di tutta la linea conterrà » quadrati delle parli , piti 
il rettangolo contenuto due volle dalle stesse parli. 

Sia la linea AC divisa in due parti AB , BC ( fig. 

406 )•, dico che il quadrato di tutta la linea AC conterràFij.,,*. 
i quadrali di AB e di BC più il rettangolo che si con- 
tiene due volle dalle AB e BC ^ il che si esprime cosi : 

AG* 0 ( AB-i-BC )• =: AB* -f- BC* + 2 AB X BC. 

Costruiscasi di quadralo ACDE, prendasi AF eguale ad 
AB , tirisi FG parallela ad AC , e BH parallela ad AE. 



« 

^ £ 
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AB è eguale ai quadrati di BC , AC^ meno due volte il 
rèttuiigulo contenuto dalie BC , CO. 

Dunque in ogni triangolo etc. C. B. D. ' 

l'KOl’OSIZIONE XIII. 

TEOBBMA. 

n 

} In ogni triangolo ottusangolo , il quadrato del lato oh$ 

. si oppone all' angolo ottuso è tanto maggiore dei qua- 

i drati dei lati che comprendono V angolo ottuso^ quanto 

^ é il rettangolo contenuto due volle da uno dei lati che 
sono intorno aW angolo ottuso, cioè da quello sul quale 
prolungato cade la perpendicolare dall' angolo opposto^ 
e dalla linea reità presa tra questa perpendicolare e 
l’angolo ottuso. 

Sia il triangolo ABC ( fig- ///)che abbia rangolo^*""* 
ottuso G, e dal punto A tirisi sopra la BC prolungata la 
perpendicolare AD dico che il quadrato di .AB sarà mag- 
giore dei quadrati di AC, CB^ per quanto è il rettangolo 
contenuto due volte dalle BC , CD *, il che si esprime : 

AB* = ÀC* + BC* + 2 [ BC X CD ]. 

La perpendicolare non può cader dentro del triangolo, 
poiché se cadesse, per esempio , in E, il triangolo ACB 
avrebbe ad un tempo stesso l’angolo retto E c l’angolo 
ottuso C , il che è impossibile ( Prop. lib. I)\ essa 
dunque cade al di fuori, e si à BD eguale a ItC più CD: 
e per conseguenza ( Prop. 8) il quadrato di BD è eguale 
Ili quadrali di BC, CD più due volte il rettangolo di BC, 

CD. Aggiungendo ad ambe le parti il qu:ulralo di AD , 
si av aimo i quadrati di BD , AD eguali ai quadrati di 
BC, CD, AD, più. due volte il rettangolo lontennlo dallo 
BC , (-D ; ma per essere retto 1’ angolo D ( Prop. ^/), 
i quadrati di BD , AD suno eguali al quadrato dì AB , 
ed i quadrati di CD, AD sono eguali al quadrato di AG 
per simile ragione ^ dunque il quadrato di AB é eguale 
ai quadrati di AC, BC, più due volte il rettangolo con- 
tenuto dalle BC , CD- 

Quindi in ogni triangolo eie. C. B. D. 

Scolio. Il triangolo rettangolo è il solo nel quale la 
somma dei quadrali di due lati sia eguale al quadrato del 
terzo ; poiché se l’angolo compreso da questi lati è acuto, 
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la somma dei loro quadrati sarà maggiore del quadrate 
dei lato opposto ; se è ottuso sarà minore. 

-PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

In un triangolo qualunque se si tiri dal vertice al punto 
medio della base una linea retta , sarà la somma dei 
quadrali degli altri due lali^ eguale alla somma di due 
volle il quadrato della retta congiunta , più due volte 

il quadralo della mela della base. 

» 

rig.iii. Sia il triangolo ABC ( fig. iiS) , ed in esso si tiri 
dal vertice A al punto medio E della base BC la linea 
AE dico che sarà ia somma dei quadrati di AB , AC 
eguale alla somma di due volte il quadrato di AE più 
due volle il quadralo di BE \ ciò che si esprìme cosi : 

A“b’ -f- ÀC* = 2AE* H- 2BE* 

Abbassisi la perpendicolare AB sulla base BC : il trian- 
golo AEC rispetto all’ angolo acuto E ( Prop. i2) darà 
il quadralo di AC eguale alla somma dei quadrati di AE 
e di EC meno due volte il rettangolo contenuto dalle EC, 
ED : ed il triangolo ABE , rispetto all’ angolo ottuso E 
( Prop. i3 ) , darà il quadrato di AB eguale alla somma 
dei quadrati di AE, EB, più due volte il rettangolo con- 
tenuto dalle EB, ED. Dunque, addizionando, si avrà la 
somma dei quadrati di AB , AC eguale alla somma dei 
quadrati di AE, EC meno due volte il rettangolo conte- 
nuto dalle EC, ED piu la somma dei quadrati di AE, EB 
più due volte il rettangolo contenuto dalle EB , ED ; cd 
osservando che EB è eguale ad EC , si avrà la somma 
dei quadrati di AB*, AC eguale alla somma di due volle 
ii quadralo di AE più due volte il quadrato di EB. 

Quindi in un triangolo qualunque se si tiri eie. C.B.D.- 
6’oroWan'o. Dunque in ogni parallelogrammo la som- 
ma dei quadrali dei lati è eguale alta somma dei qua- 
drali delle diagonali. 

Ugni. Poiché le diagonali (fig. H3) AC , BD si tagliano 
scambievolmente in due parti eguali nel punto E (Prop.31^ 
lib. I) \ così il triangolo ABC dà la somma dei quadrati 
di AB, BC eguale a due volte il quadrato di AE più due 
volle ii quadrato di BE ; similmente il triangolo ADC dà 
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la somma dei quadrati di AD, DC eguale a due volte il 
quadrato di ÀE più due volte il quadrato di DE : addì* 
zionando membro con membro , ed osservando che BE 
è eguale ad ED> si avrà la somma dei quadrati di AB , 

AD, DC, BC eguale a quattro volte il quadrato dì AE , 
più quattro volte il quadrato di DE. Ma quattro volle il 
quadrato di AE è il quadrato del doppio di AD (^Scolio 
Prop. ^ ), o sia AC, e quattro volte il quadrato di DE 
è il quadrato di BD ^ dunque la somma dei quadrati dei 
lati di un parallelogrammo è eguale alla somma dei qua* 
drati delle diagonali. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOBEMA. 

Se in un triangolo si tiri una linea retta parallela ad 
un lato , essa dividerà i rimanenti lati del triangolo 
proporzionalmente. 

Se nel triangolo ABC {fig. 4i4) si Uri la linea pa-*'®*** '4- 
rallela al lato BC ; dico che si à 

AD : DB :: AE ; ec. 

Congiungansi le BE, DC-, i due triangoli BDE , DEC 
anno la stessa base DE, anno pure la medesima altezza, 
poiché i vertici B e C sono situati sopra una parallela 
alla base -, dunque questi triangoli sono equivalenti (Co- 
ro!. 2 , Prop. 2 ). 

' I triangoli .ADE , BDE che ànno comune il vertice' 

E , ànno la medesima altezza , e stanno perciò fra loro 
come le basi AD , BD ( Corol. Prop. 6 ) \ onde si à . 

ADE : BDB :: ad : db. 

I triangoli ADE, DEC , che ànno comune il vertice 
D , ànno pure la medesima altezza , e stanno fra loro 
come le basi AE , EC ; dunque si à 

ADE : DEC ;; AE ; ec. 

- Ma il triangolo BDE è eguale al triangolo DEC ; 
dunque pel rapporto comune iu queste due pioporzioui, 
se ne conchiuderà : 
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AD : DB ae : éc. 

Quindi $e in un triangolo etc. G. B. D. 

Corollario I. Di qui resulta componendo 
AD + DB ; AD AE + EC : AE , 

oppure 

AB : AD ac : aej 

e cosi ancora 

AB * BD * * AC * CE 

Corollario II. Se tra due rette AB^ L ) 

i» conducano quante parallele si vogliano AC., EF, GB, 
BD., etc. queste rette saranno tagliale proporzionalmente^ 
• si avrà AE : CF :: EG ; FB :: GB : BD etc. 

Sia 0 il punto d’ incontro delle rette AB , CD : nel 
triangolo EOF, ove la linea AG è parallela alla base EF, 
si avrà 

OE : AE of : cf , 

ovvero 

OE : OF :: ae : cf. 

Nel triangolo OGH si avrà similmente 
OE : EG :: of : fh i 

ovvero 

OE : OF :: eg : fh; 

dunque a cagione del rapporto comune OE : OF , que- 
ste due proporzioni danno 

AE : CF :: eg ; fh. 

Si dimostrerà similmente 

EG : FH :: gb : hd , 

e cosi in seguito ^.dunque le rette AB, CD sono tagliate 
proporzionalmente dulie parallele EF , GH , etc. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

Reciprocamente^ $e due lati di un triangolo fono ditiM 
proporzionalmente da una retta ^ questa sarà parallela 
al terzo lato. 

Siano i Iati AB , AC (fig. 416) del triangolo ABC"*'"** 
divisi proporzionalmente ; cioè che si abbia 
AD : DB : ; AE : EC ; 
dico DE essere parallela al terzo lato BC. 

Poiché , se DE non è parallela a BC , suppongasi 
che sia DO ; allora , secondo il teorema precedente ^ si 
avrà 

AD : DB AO : oc. 

Ma , per ipotesi , si à 

AD ; DB ;; AE : EC; 
dunque si avrebbe , 

' AO * O/r-fAE : EC^ 

proporzione imposswlè*, poiché da una parte 1’ antece- 
dente AE è maggiore di AO, e dall’altra il consègnente 
EC è minore di OD \ dunque la parallela a B(] menata 
dal punto D non può differire da DE; dunque DE è que- 
sta parallela. Quindi reciprocamente se due lati etc. C.R.D. 

Scolio. La medesima conchiusione avrebbe luoj^ / 
se si supponesse la proporzione 

AB ; AD : : AC : AE ; 
poiché questa proporzione darebbe 

AB — AD : AD AC — AE ; AE} 
ovvero BD ; AD : ; CE ; AE. 
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PROPOSIZIONE XVII. 



' TBOBEMA. 

la linea retta che divide in due parti eguali un angolo 
di un triangolo, dividerà la base in due segmenti pro’- 
porzionali ai lati adiacenti» 

rig.nj. sjj, la linea ^etta AD ( fig. ^f1) che divide in due 
parli eguali l’ angolo B\C del triangolo ABC ; dico che 
dividerà la base BC in due segmenti BD, DC proporzio- 
nali ai lati adiacenti AB , AC -, di maniera che si avrà 
BD : DC :: ab : ac. 

Pel punto C conducasi CE parallela ad AD fino al- 
l’ incontro di BA prolungato. Nel triangolo BCE la linea 
AD è parallela alla base CE , onde si à la ^Troporzione 
' ( Prop. iS) 

BD : DC :: ab : ae. 



loJBAIi -, ora , per ipotesi , DAC è eguale a BAD \ dun- 
‘ que AEC è eguale ad ACE, e per conseguenza AE eguale 
ad AC ( Pfop. lib. I ) ; sostituendo dunque AC in- 
•vece di AE nt-lla proporiioiie precedente , si avrà 

• BD : DC :: ab : ac. 

Quindi la linea reità “’che divide etc. C. B. D. 
PROPOSIZIONE XVIII. 



TEOBBMS. 

Due triangoli equiangoli ànno i lati omologhi proporzionali 
e sono simili. 

tis.,,,. Siano ABC, CDE ( fig. due triangoli che ànno 
gli angoli respettivamente eguali , cioè B\C eguale a 
CDE, ABC a DCE, ed ACB a DEC -, dico che i lati omo- 
loghi od adiacenti agli angoli eguali saranno proporzio- 
nali , di maniera che si avrà 

BC : CE ab : cd :: ac : de. 
Dispongansi i lati omologhi BC, CE nella medesima 
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direzione , e prolunghinsi i lali B.\ , ED , finché $' in- 
contrino in F. 

Poiché BCE è una linea retta, e che l’ angolo Bfl.V. 
è eguale a CED , ne segue che AC è parallela a DE 
(Prop. 24, Hb. l). Similmente, poìr-hè I’ angolo ABC e 
eguale a DCE , la linea AB è parallela a OC ; dunque 
la figura ACDF è un parallelogrammo. 

Nel triangolo BFE la linea AC è parallela alla basa 
FE*, onde si à ( Prop. 45) 

Bc : CE :: ba : af. 

Invece di AF mettendo la sua eguale CD , si avrà 

BC : CE :: ba : cd. 

Nel triangolo medesimo BFE, se si riguardi BF co- 
me la base , CD è una parallela a questa base , e si à 
la proporzione 

BC : CE :: fd ; de. 

Invece di FD mettendo la sua eguale AC , si avrà 
BC : CE :: AC : de. 

Finalmente da queste due proporzioni che contengono 
il medesimo rapporto BC : CE, si può concliiudcre ancora 
AC : DE ba : cd. 

■ Dunque i triangoli equiangoli BAC, CDE ànno i luti 
omologhi proporzionali : ma secondo la definizione II , 
due figure sono simili quando ànno ad un tempo stesso 
gli angoli respettivamente eguali ed i lati omologhi pro- 
porzionali; dunque i triangoli equiangoli BAC, CDE so- 
no due figure simili. 

Quindi due triangoli equiangoli etc. C. B. D. « 

Corollario. Affinchè due triangoli siano simili , ba- 
sta che abbiano due angoli respettivamente eguali, per- 
chè allora il terzo sarà eguale in ambìdue i triangoli, 

0 saranno equiangoli. 

Scolio. Si osserva , che nei triangoli simili i lali 
omologhi sono opposti ad angoli eguali ; cosi essendo 
r angolo ACB eguale a DEC , il luto AB è omologo a 
DC ; similmente AC e DE sono omologhi perchè sono 
opposti agli angoli eguali ABC , DCE ; essendo ricono- 
sciuti i lati omologhi , si formano facilmente le propor- 
zioni 

AB : DC AC : de :: bc ; ce. 
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PnOI‘OSIZIONE XIX. 



TEORKMil. 

Jhte triangoli che ànno i lati omologhi proporzionali ^ 
sono equiangoli e simili. 

«*.!»•. Siano i triangoli ABC , DEF ( pg. ^SO), e si abbia 
BC ; EF :: AB : DE :: AC : DF; 
dico che r angolo A è eguale all’ angolo D , 1’ angolo B 
ad E , e C ad F. 

Facciasi al punto E 1’ angolo FEG eguale a B , ed 
al punto F r angolo EFG eguale a C , il terzo G sarà 
eguale al terzo A, cd i due taiangoli ABC, EFG saran* 
no equiangoli ^ dunque si avrà pei teorema precedente 
Bc : EF : : AB : EG -, 
ma , per ipotesi, 

BC : EF :: AB : DE ; 

dunque EG è eguale a DE. Si avrà ancora pel teorema 
medesimo 

BC ; EF :: AC ; FG ; 
ora , per ipotesi , si à 

BC : EF :: ac : df -, 

dunque FG è eguale a DF^ quindi i triangoli EGF, DCF 
ànno i tre lati respettivumenle eguali ; dunque essi sono 
eguali ( Prop. Ub. I ). "Ma, p.-r costruzione, il trian- 
golo EGF è equiangolo al triangolo ABC ^ dunque anche 
I i triangoli ABC , DEF sono equiangoli e simili. 

Quindi due triangoli etc. C. B. D. 

Scolio' I. Si vede da queste due ultime proposizioni , 
che nei triangoli la eguaglianza degli angoli è una conse- 
guenza della proporzionalità dei lati, e reciprocamente, in 
modo che una di queste condizioni basta per assicurare la 
similitudine dei triangoli. Non è lo stesso nelle figure di 
più di tre lati ; poiché trattandosi dei soli quadrilateri , si 
può, senza cangiar gli angoli, alterare la proporzione dei 
lati , 0 senza alterare i tali cangiar gli angoli ; così la 
proporzionalità dei lati non può essere una conseguenza 
dell'eguagliuiizj degli angoli, nè viceversa. Si vede, per 
esempio, che conducendo EF parallela a BC {pg. /i/ ) 
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gli angoli (ki quadrilateio AEFD sono eguali a quelli del 
quadrilatero ABCO : ma la proporzione dei iati è diffe* 
rente -, dei pari , senza cangiar di lunghezza i quattro 
lati AB , BG , CD , AD, sì può avvicinare o allontanare 
il punto B dal punto D , ciò che altererà gli angoli. 

Scolio IL Le due proposizioni precedenti che pro- 
priamente non fanno che una sola , unite a quella del 
quadrato dell* ipotenusa , sono le proposizioni più im* 
portanti e più feconde della geometria \ bastano quasi 
esse soie a tutte le applicazioni ed alla risoluzione di 
tutti i problemi ; la ragione è che tutte le figure pos- 
sono dividersi in triangoli ' ed un triangolo qualunque 
in due triangoli rettangoli. Perciò le proprietà generali 
dei triangoli racchiudono implicitamente quelle di tutte 
!e figure. 



PROPOSIZIONE XX. 

TEOBBMA. 

Dut triangoli che dnno un angolo eguale eompreto 
f fra lati proporzionali , sono eimili. 

Sia r angolo A eguale all’ angolo D ( fig. 122 ) , erig.Ui. 
sia AB : DE AG t DF i dico che il triangolo ABC ò 
sìmile a DEF. 

Prendasi AG eguale a DE , e conducasi GH paral- 
lela a BG , I* angolo AGH sarà eguale all’ angolo ABC 
( Prop. 24^ lib. /), ed il triangolo AGH sarà equiangolo 
al triangolo ABC ; si avrà dunque 

AB : AG :: ac : ah ^ 
ma , per ipotesi , 

AB : DE :: ac : df -, 

e per costruzione AG è eguale a DE ; dunque AH è eguale 
a DF. I due triangoli AGH, DEF ànno un angolo egiinle 
compreso fra lati eguali \ dunque essi sono eguali. Or il 
triangolo AGH è simile ad ABC -, dunque DEF è pure 
simile ad ABC. 

Quindi due triangoli etc. C. B. D. , 
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PROPOSIZIONE XXI. . 

TEOREMA. 

* 

Due triangoli che ànno i lati omologhi paralleli , o cha 
gli ànno respeltivamenle perpendicolari, sono simili. 

FI* i»j. 1,0 Siano i Iriangoli ABC, DEF^ ( /2S) che ànno 

i lati omologhi paralleli *, dico che saranno essi triangoli 
simili. 

Poiché essendo il lato AB parallelo al Iato DE , il 
lato BC ad EE, Pangolo ABC sarà eguale a DEE ( Prop. 
£7, lib. / ) ; di più AC essendo parallelo a DE, l’angolo 
ACB sarà eguale a DEE , ed anche BAC ad EDF; dun- 

i triangoli ABC, DEF- sono equiangoli j dunque essi 
sono anche simili. 

Fij.iii. 2” Sia il lato DE (fig. /2i) perpendicolare ad AB, 
ed il lato DF ad AC ; nel quadrilatero AIDH i due an- 
goli I ed H saranno retti*, i quattro angoli equivalgono 
insieme a quattro angoli retti ( Prop. 20, lib. I ) ; dun- 
que i due rimanenti I.AH, IDH equivalgono a due angoli 
retti. Ma i due angoli EDF, IDH equivalgono pure a due • 
.‘uigoH retti ; dunque 1’ angolo EDF è eguale all’ angolo 
lAÌI o B\C *, parimente se il terzo lato EF è perpendi- 
colare al terzo lato BC, si dimostrerà che I’ angolo DFE 
è eguale a C, e DEF a B; dunque i due triangoli ABC, 
DEE che ànno i iati respettivamente perpendicolari, sono 
equiangoli e simili. 

Scolio. Nel caso dei lati paralleli i lati omologhi sono 
) lati paralleli, ed in quello dei lati perpendicolari sono 
i luti perpendicolari. Cosi in quest’ ultimo caso DE è omo- 
logo ad AB , DF ad AC , ed EF a BC. 

Il caso dei lati perpendicolari potrebbe ofTrire una 
situazione relativa dei due triangoli, dilTerente da quella 
che è supposta nella figura 124; ma l’eguaglianza degli 
angoli rcspettivi si dimostrerebbe sempre , o col mezzo 
dei quadrilateri, come AIDH, del quale due angoli sono 
retti , o col paragone di due triangoli , che con angoli 
opposti al vertice avrebbero ciascuno un angolo retto ; 
d’ altronde si potrebbe sempre supporre che si (òsse co- 
strutto dentro del triangolo ABC un triangolo DEF , i 
cui lati fossero paralleli a quelli del triangolo parago- 
nato ad ABC , ed allora la dimostrazione rientrerebbe 
nel caso della figura 124. 
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TEOBEMA. 

Le rette tirate comunque dal vertice di un triangolo di- 
ridono proporzionalmente la base e qualunque paral- 
lela a questa che è racchiusa entro il triangolo e ter- 
minata dagli altri due lati. 

Siano le relte AF, AG, AH ( fig. ) tirate 
Diunque dal vertice A del triangolo ABC ; dico che esse 
dividono proporzionalmente la buse BG e la sua paral- 
lela DE ; talmente che si à 

DI : BF :: ik : fg :: kl : gh , etc. 

Infatti, siccome DI è parallela a BF, il triangolo ADI 
è equiangolo ad ABF , e si à la proporzione 
DI : BF :: ai ; af -, 
similmente essendo IK parallela ad FG , si à 

AI : AF :: ik : fg -, 

dunque a cagione del rapporto comune AI : AF, si avrà 
DI : BF :: ik : fg. 

Si ‘ troverà similmente IK : FG :: KL : GH etc. 
Dunque la linea DE è divisa ne’ punti I, H, L, co- 
me la base BG nei punti F, G, H. Quindi le rette tirale 
comunque etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque, se BC fosse divisa in partì eguali’ 
nel punti F, G, H, la parallela DE sarebbe divisa anche 
in parti eguali nei punti I , K , L. , 
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PROPOSIZIONE XXIII. 



TEOBSMA. 

tu ofni irian§oìo rettangolo, se daW angolo retto si ab- 
bassi la perpendicolart sopra Vipotenusa, « due trùm- 
goli parziali saranno simili fra loro, ed al triangolo 
totale ; ciascun cateto sarà medio proporzionale fra la 
base ed il segmento adiacente , e la perpendicolare é 
< media proporzionate tra i due segmenti della base. 

Fi,.ti6. Se dall’ angolo retto A ( fig. ¥?6 ) si abbassi la 
perpendicolare AD sopra BD ; dico I.® che i due trian- 
goli parziali ABD , AOG saranno simili fra loro ed al 
triangolo totale ABCv ogni cateto AB, AG sarà me- 
dio proporzionale tra la ipotenusa BC ed il segmento ad- 
iacente BD 0 D(j ^ 3.® ed infine la perpendicolare AD 
sarà medio proporzionale tra i due segmenti BD, DC. 

I.” Infatti il triangolo BAD ed il triangolo BAG ànno 
P angolo comune B ; di più l’angolo retto BDA è eguale 
all’angolo retto BAG*, dunque il terzo angolo B.^p del- 
r uno è eguale al terzo angolo G dell’ altro -, dunque 
questi due triangoli sono equiangoli , e perciò simili. Si 
dimostrerà parimente che il triangolo DAG è simile al 
triangolo BAG ; dunque i tre triangoli sono equiangoli • 
simili fra loro. 

3.* Poic^ il triangolo BAD è simile al triangolo 
BAG, i loro lati omologhi sono proporzionali. Ora il lato 
BD del triangolo BAD é omologo al lato BA del trian- 
golo BAG , perchè sono opposti ad angoli eguali BAD, , 
BGA; l’ ipotenusa BA è omologai atT ipotenusa bC> duo* 
que si può stabilire la proporzione 

BD : BA :: ba*: bc. 

Si avrebbe nella stessa maniera 

DG : AG ag : bg. 

Dunque 2.^ ciascuno dei cat^i è medio proporzionale 
Ira r ipotenusa ed il segmento adiacente a questo cateto. 

3.° Filialmente la similitudine dei triangoli ABD, ADC 
dà, paragonando i iati omologhi , BD : AD i: AD I OG ; 
dunque 3.^ la perpendicolare AD è media proporzionale 
tra 1 segmenti BD , DG dell’ ipotenusa. 



« 
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Quindi in ogni triangolo rettangolo etc. C. B. D. 

Scolio. La proporzione BD : AB :: AB : BC dà , 
eguagliando il prodotto degli estremi a quello dei medi, 
il quadrato di AB eguale a BD moltiplicata per BC *, sì 
à similmente il quadrato di AC eguale a DC moltiplicala 
per BC •, dunque la somma dei quadrati di AB ed AC è 
eguale a BD moltiplicata per BC più DC moitìplicaia pure 
per BC^ il secondo membro è la stessa cosa che BD più 
DC, ovvero BC moltiplicala per BC , cioè il quadralo »li 
BC ^ dunque si à il quadralo di BC eguale alla somma 
dei quadrali di AB , AC ; dunque il quadralo fallo sul- 
r ipotenusa è eguale alla somma dei quadrali fatti sopra i 
cateti. Ritornasi così alla proposizione del quadrato dtH’i- 
potenusa per una via differentissima da quella che crasi 
tenuta , donde si vede che a parlar propriamente , la 
proposizione del quadrato della ipotenusa è una conse- 
guenza della proporzionalità dei lati nei triangoli equian- 
goli. Così le proporzioni fondamentali della geometria si 
riducono, per cosi dire, a questa sola, cioè che i trian- 
goli equiangoli ànno i loro lati omologhi proporzionali. 

Accade spesso, come ora se n’è veduto un esempio, 
che tirando conseguenze da una o più proposizioni, si rica- 
de sopra proposizioni già dimostrate. Generalmente, eli) 
che caratterizza particolarmente i teoremi di geometria, 
e ciò che è una pruova invincibile della loro esattezza si 
è che combinandoli insieme in una maniera qualunque , 
purché sia giusto il ragionamento, si ricade sempre sopra 
resultali esatti. Non sarebbe lo stesso se qualche propo- 
sizione fosse falsa, o non fosse vera che presso a poco', 
accaderebbe spesso che , per mezzo della combinazione 
delle proposizioni fra loro , l’ errore si accrescerebbe e 
diventerebbe sensibile. Se ne vedono esempi in tutte le 
dimostrazioni dove ci serviamo della riduzione all’ as- 
surdo. Tali dimostrazioni in cui T oggetto è di provare 
che due quantità sono eguali , consistono in far vedere 
che se si ammettesse fra esse la minima diseguaglianza, - 
ne risulterebbe per mezzo di una serie di ragionamenti 
un’ assurdità manifesta e palpabile ^ dal che è d’ uopo 
conchiudere che quelle due quantità sono eguali. 

Corollario. Se da un punto A ( fig. iZI ) della cir-Fi,. 
conferenza si conducano le due corde AB, AC alle estre- 
mità del diametro BC , il triangolo BAC sarà rettangolo 
( Pro/>. i8 , Corali. Il , Ub. II ) -, dunque : 
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i ." La perpendicolare AD é media proporzionale fra 
% due segmenti BD y DC del diametro ; ovvero , il che 
torna Io slesso , il quadrato AD è eguale al rettangolo 
BD moltiplicalo per DC. 

2.“ corda AB è media proporzionale fra il dia- 
metro BC ed il segmento adiacente BD; o, ciò che torna 
Io stesso, il quadralo di AB é eguale a BD moltiplicato 
per BC. Si à parimente il quadrato di AC eguale a CD 

moltiplicalo per BC -, dunque AB : AC*:: BD*.BC:DC^ 

e se si paragona AB a BC , si avrà AB* :BC*::BD:BC; 

ai avrebbe pure AC* : BC :: BC. 'Questo rapporto dei 
quadrali dei lati ira loro , non che col quadralo dell’ i- 
potenusa, son già stati dati nei corollari 111.“ e IV." della 
proposizione XI. 



PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOBEMA. 

Due triangoli che ànno un angolo eguale , stanno fra 
loro come i rettangoli dei lati^ che comprendono l'an- 
golo eguale. 

rig.t*9. Siano i triangoli ABC , ADE ( fig. 428 ) che ànno 
eguale l’angolo A-, dico che il triangolo ABC sta al trian- 
g'ilo ADE , come il rettangolo AB moltiplicato per AC 
sta al rettangolo AD moltiplicalo per AE. 

Tirisi BE ; i due triangoli ABE , ADE che ànno il 
vertice comune E , ànno la medesima altezza, e stanno 
fra loro come le basi AB, AD ( Corol. Prop. 6) dunque 
ABE ; ADE :: ab ; ad. 

Si à similmente 

ABC : .ABE :: AC ; AE. 

Moltiplicando quifsle due proporzioni per ordine, ed 
omettendo il termine comuue ABE , si avrà 

ABC : ADE :: ab x ac : ad x ae. 

Quindi due triangoli che ànno etc. C. B. D. 

Corollario, Dunque i due triangoli sarebbero equiva> 
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lenii se il rellangolo di AB moltiplicalo per AC fosse 
eguale, al rellangolo di AD moltiplicato per AE, o se si 
avesse 

' AB : AD : : AE : AG , 

ciò avrebbe luogo se la linea DC fosse parallela a BE. 
PROPOSIZIONE XXV. 

TEOBEMA. 

Due triangoli simili stanno fra loro come i quadrali 
dei lati omologhi. 

Siano i triangoli simili ABC, DEF (fig. /22)*, dico®’**.»*»- 
che stanno fra loro come i quadrati dei lati omologhi. 

Sia r angolo A eguale a D, e l’angolo B eguale ad 
E •, primieramente per 1’ eguaglianza degli angoli A, D, 
si avrà , per la proposizione precedente , 

ABC : DEF AB X AC : DE X DF. 

D' altronde si à , per la similitudine dei triangoli , 

AB : DE :: ac ; df. 

E se si moltiplichi questa proporzione termine a ter- 
miive per la proporzione identica 

- AC : DF :: ac : df, 



ne resulterà 

AB X Ac : DE X df :: Àc* : df*. 

E quindi paragonando quest’ ultima proporzione con 
la prima , si avrà 

ABC : DEF :: ag* : df*. 

Quindi due triangoli simili etc, C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XXVI. 



TEORnMA. 



Due poligoni simili sono composti di un medesimo nu- 
mero di triangoli simili respeUivamente e similmente 
disposti. 



Fi* 119- 



Siano i due poligoni simili ABCDE, FCIIIK {fig. i29)\ 
dico die questi poligoni sono composli di un inodesimo 
numero di triangoli simili respeUivamente e siuiilinente 
disposti. 

Nel poligono ABCDE conducansi dai vertice di uno 
stesso angolo A le diagonali AG , AD agli altri angoli ; 
neH’alIro poligono FGlllK conducansi siiniimente dall’an- 
golo F omologo ad A le diagonali FU , FI. 

Poiché i poligoni sono simili, l’angolo \P>C è eguale 
al suo omologo FGH ( l)rf. 2), e di piu i lati AB , BC 
sono proporiionali ai tali FG , GII ; talmente che si à 

AB : FG bc : gii. 



Ne segue da fiòche i triangoli ABC, FGH anno ini 
angolo eguale compreso tra lati proporzionali -, dunque 
sono simili ( Prop. 20) ; quindi 1’ ango'o BCA è eguale 
a GIIF. Questi angoli eguali essendo tolti dagli angoli 
eguali BGD , GUI , i resti AGD , FUI saranno eguali ^ 
ma poiché i triam/oli ABC , FGH sono simili , si à 

AG : FH : : bg ; gh ^ 

d’ altronde per la similitudine dd poligoni ( Def. 2 ) 

BG : GH :: gd : iii; 

dunque 

AG : FU :: cd : hi ^ 

ma si é gié veduto che I’ angolo AGI) è eguale all’ an- 
golo Fili •, dunque i triangoli A(iD, Fili anno un angolo 
eguale compreso tra lati proporzionali; dunque essi sono 
simili. 

Si può continuare similmente a dimosfrare la simi- 
glianza dei triangoli seguenti, (lualunque fosse il numero 
dei lati dei polìgoni proposti; dunque due poligoni simili 
sono composli di un medesimo numero di triangoli si- 
mili e similmente disposti. G. B. D. 

Scolio. La proposizione inversa è egualmente vera: 



r> 
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se due poligoni sono composti dtllo stesso numero di trian- 
goli simili « similmente disposti^ questi due poligoni sa- 
ranno simili. 

Poiché la simiglianza dei triangoli respelUvi darà 
1’ angolo ABC eguale a FCll , BCA eguale a GIIF, ACl) 
eguale a Fili •, dunque B(;i) ò eguale a CHI -, così pure 
CDE è eguale ad lllK etc. Di più si avrà 

AB : FG :: bc : ch ac : i-ii :: co : ki eie. ; 

dunque i due poligoni anno gii angoli eguali ed i iati 
proporzionali , e perciò essi sono simili. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOBEMA. 

1 contorni o perimetri dei poligoni simili stanno come t 
lati omologhi, e le loro superficie come i quadrali di 
questi medesimi lati. 

Siano i poligoni simili ABGDE, FGHlK(/5j. ) jFig it,. 
dico che i contorni o perimetri di essi stanno come i 
lati omologhi , e le loro supcrQcie come i quadrati di 
questi medesimi lati. 

1. ® Infatti avaidosi, per la natura delle figure simili , 

AB : FG :: bc : gh co : in etc. , 

si può conchiudere da questa serie di rapporti eguali , 
che la somma degli antecedenti AB più BC piu CD etc. 
perimetro della prima figura sta alla somma dei conse- 
guenti FG più GII più HI etc. perimetro della s< c liidu 
figura, come un antecedente sta al suo conseguente, ov- 
vero come il lato .\B sta al suo omologo FG. 

2. ® Poiché i triangoli ABC, FGII sono simili, si à 
( Prop. 2j) 

ABC : FGH :: ac* : fTi’; 
similmente i triangoli simili ACD , FUI danno 

ACD ; FUI AC* ; FU*; 

dunque a motivo del rapporto comune AC ; FU , si a 
ABC ; FGH ACD ; Fili. 
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Con un ragionamento simile si troverebbe , 

ACD : FHi :: ade : fik; 

e cosi di seguito, se vi fosse un maggior numero di trian- 
goli. Da questa serie di rapporti eguali si conchiuderà: 
la somma degli antecedenti ABC più ACD più ADE, od il 
poligono ABCDE, sta alla somma dei conseguenti FGH più 
Fili più FIK, od al poligono FGHIK, come un antecedente 

— » 

ABC sta al conseguente FGH , o come AB sta a FG ; 
dunque le superficie dei poligoni simili stanno fra loro 
come i quadrati dei lati omologhi. Quindi t contorni o 
perimetri etc. C. B. D. 

Corollario. Se si costruiscano tre figure simili, i cui 
lati omologhi siano eguali ai tre lati di un triangolo ret- 
tangolo, la figura fatta sul lato maggiore sarà eguale alla 
somma delle altre due 5 poiché queste tre figure sono 
proporzionali ai quadrati de’ loro lati omologhi -, ora il 
quadrato dell’ ipotenusa è eguale alla somma dei quadrati 
dei cateti j dunque etc. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

r*i- 

TEOBEMA. 

Le parti di due corde che si tagliano t» un circolo , 
sono reciprocamente proporzionali. 

rif iso. Siano le due corde AB , CD {fig. i30) che si ta- 
gliano dentro il cerchio ABD*, dico che le loro parti so- 
no reciprocamente proporzionali : cioè si à 
Ao : DO :: co : ob. 

Congiungansi AC, BD ; nei triangoli ACO, BOD gli 
angoli in 0 sono eguali, come opposti al vertice : 1 ’ an- 
golo A è eguale all’ angolo D, perchè sono iscritti nello 
stesso segmento ( Prop. Corol. 7, lib. II) ; per la 
medesima ragione 1’ angolo C è eguale all’ angolo B ; 
dunque questi triangoli sono simili , ed i lati omologhi 
danno la proporzione 

AO : DO :: CO : ob. 

Quindi le parti di due corde etc. C. B. D. 

Corollario. Si ricava da ciò AO moltiplicala per OB 
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eguale a DO moUiplicata per CO ^ dunque il rei (angolo 
delle due parti dell’ una corda è eguale al reltangolo 
delle due parli dell’ altra. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOBEMA. 

Se da un punto preso fuori di un cerchio si menino dell» 
secanti^ le secanti intere saranno reciprocamente pro- 
porzionali alle parli esterne. 

Se da uno stesso punto 0 ( fig. 131 ), preso fuori^'*'***’ 
del cerchio , si c?lnducano le secanti OR , OC terminalo 
all’ arco concavo BC, dico che le secanti intere OB, OC 
saranno reciprocamente proporzionali alle parli esterne 
OD , OA j cioè si avrà 

OB ; OC :: OD ; oa. 

Infatti , congiungendo AC , BD , i triangoli OAC , 

OBD ànno 1’ angolo O comune; di più l’angolo B eguale 
all’ angolo C ( Prop. y«S, Corol, 7, lib. II); dunque 
questi due triangoli sono simili, ed i lati omologhi dan- 
no la proporzione 

OB : OC :: od : oa. 

Quindi se da uno stesso punto etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque il rettangolo di OB moltiplicala 
per OA è eguale al rettangolo di OC moltiplicata per OD. 

Scolio. Si può osservare che questa proposizione à 
molta analogia colla precedente, e che ne differisce sol- 
tanto perchè le due corde AB , CD , invece di tagliarsi 
dentro del cerchio , si tagliano al di fuori. La proposi- 
zione seguente può ancora essere riguardata come un 
caso particolare di quest’ultimo. 
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rnoposiziONE xxx. 

I 

TEOnEMA. 

Se da un punto preso fuori di un circolo si tirino una 
tangente ed una secante^ la tangente sarà media pro- 
porzionale tra tutta la secante e la parte esterna. 

Fij.i-i, Se dallo slesso punto 0 ( fig. i32 ) preso fuori del 
cerchio tirinsi la tangente OA e la secante OC ; dico 
che la tangente OA è media proporzionale fra OC cd 
OD ; ciò che torna lo stesso , 

OA* = CC X 0» 

Infatti congiungendo AD ed AC,i triangoli OAD,OAG 
ànno l’ angolo 0 comune, di più l’angolo OAD, formato 
da una tangente e da una corda ( Prop. 19., Hb. II). ù 
per misura la metà dell’ arco AD, e l’angolo C à la me- 
desima misura ; dunque 1’ angolo OAD è eguale a C -, 
quindi i due triangoli sono simili, e si à la proporzione 
OC : OA :: oa : od 

che dà 

di* = OC X OD. 

Quindi se da un punto etc. G. B. D. 

PROPOSIZiONE XXXI. 
teorema. 

In un triangolo , se si divida un angolo in due parli eguali con 
una retta terminata alla base, il rettangolo dei lati die compren- 
dono r angolo diviso sarà eguale al rettangolo dei segmenti della 
base, più d quadrato delLi retta che sega l'angolo. 

*■18.155. pfgi ifianggjo ( flg. i33 ) , se si divida T angolo A in 
dae parti eguali Colla linea retta AD ; dico che il rettangolo dei 
lati AB, AC c eguale al rettangolo dei segmenli BI), DC, più il 
quadrato di AD. 

Farcia.si passare per i tre punti A , B, C la circonferenz i , 
prolunghisi AD sino all’ incontro di essa , e tirisi CI<J, 

il triangolo BAOè simile al triangolo EAC ; polche , per ipo- 
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lesi, i’angolo BAD è eguale ail EAC ; di più l’angolo B è eguale 
all’angolo K, avendo nmbidue per misura la metà dell’arco AC; 
dunque questi irianguli sono situili, ed i lati omologhi danno la 
proporzione 

BA : AE :: ad : ac -, 

quindi resulta BA moltiplicata per AC eguale ad AE moltiplicata 
)ier AD ; ma AE è eguale ad AD p ii DE ; e niuliijilicando da 
ambe le parti per AD , si a AE moltiplicata per AD eguale ad 
AD Diidtiplicata per AD , ovvero al quadrato di AD più DB 
iiioliiplic.ita per AD ; quindi BA moltiplicata per AC è eguale 
al quadrato di AD più AD moltiplicata per DE ; ma AD molti- 
plicali per DE è eguale a BD moltiplicata per DC f^Prop. a8 ); 
quindi Bualmenle, AB moltiplicata per AC, ovvero il rettangolo 
delle AB, AC, è eguale al rettangolo delle BD, DC più il qua- 
diato di AD ; cioè 

AB X AC=AD* + BD X DC. 

Quindi tu un triangolo etc. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA. 

In VII triangolo , il rettangolo dì due lati è eguale al rettangolo 
Compreso dui diametro del cerch o circoscritto al triangolo , e 
dalla perpendicolare abbassata sul terzo lato dell' angolo opposto. 

Sia il triangolo ABC { fig. i34 ) } io dico che il rettingoIuF>*-'--i* 
dei due lati AB , AC è eguale al rettangolo compreso dal ilia- 
iiietro CE del ceichio circoscritto e dalla pirpeudicolare AD ab 
bassa la sul terzo lato BC dall’angolo opposto A. 

Infatti, congiungeudo AE, i triangoli ABD , AEC sono ret- 
tangoli 1 uno in D e I altro in A j di più 1’ angolo B è eguale 
iill angolo p] j dunque questi triangoli sono simili , e daiiuo la 
proporzione 

AB : CE AD : AC ; 

dalla quale resulta il rettangolo delle AB , AG, lati dell' angolo 
A , eguale al rettangolo di CE, AD, l'un'a diametro del cerchio 
circoscritto, e l’altra perpendicolare abbassata sul terzo lato del- 
1’ angniu A. 

Quindi se in un triangolo etc. C. B. D. 

Corollario. Se si moltiplichino queste quantità eguali per la 
medesima quantità BG , si avrà AB moltiplicata per AC molti- 
plicata per BC eguale a CE moltiplicata per AD moltiplicata pjr 
BC. Ora AD moltiplicata per BC è il doppio della superficie del 
triangolo ( Prop, 6 ); dunque il prodotto de tre lati di unlrian- 
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golù h eguale alla superficie moliiplieata pel doppio del diametro 
del circolo circoscritio. 

Il prodotto di tre linee si cliìjoia talora un solido, per una 
ragione che si redià io seguito. 11 suo valore si concepisce facil- 
Diente irfiniaginaudo che le linee sieno ridotte in uuuieri, e mol- 
tiplicaudo i numeri dei quali trattasi. 

Scolio^ Si può dimostrare ancora, che In superfìcie di un trian- 
golo è eguale al suo perimetro moltiplicato per la metà del raggio 
del cerchio iscrilio. 

Poiché i triangoli AOB , BOC , AOC ( fìg. 87 ) , che anno 
il vertice cornane in O , anno per altezzi comune il raggio del 
cerchio iscritto ; dunque la somma di questi triangoli sarà eguale 
alla summa delle basi , AB , BC , AC , moltiplicata per la metà 
del raggio OD; dunque la supeiGcie del triangolo ABC è eguale 
al suo perimetro moltiplicato per la metà del raggio del cerchia 
isciiilo. 



PROPOSIZIONE xx.xm. 

TEOBEUa. 

Jn ogni quadrilatero iscritto in un cerchio, il rettangolo delle diagonali 
è eguale alla somma dei rettangoli dei lati opposti. 

r>s.i3S. Sia il quadrilatero iscritto ABCD ( fìg, i35 ); dico il ret- 
tangolo delle due diagonali AC , BD essere eguale alla sommi 
dei rettangoli ilei lati opposti; di modo che si à 

AC X BD n- AB X CD AD X BC. 

Prendasi I' arco CO eguale ad AD , e congiungasi BO che 
incontra la diagonale AC in I. 

L' angolo aBU è eguale all'angolo CBf, poiché I’ uno à per 
misura la metà dell' arco AD , e I' altro la metà dell’ arco CO 
eguale ad AD. L'angolo ADBè eguale all'angolo BCI, perche' sono 
iscritti nel medesimo segmento AOB ; dunque il triangulo ABD è 
simile al triangolo IBC , e si à la proporzione 

AD : Gl :: bd : bc : 

donde resulta AD rnoltipircata per BC eguale a CI moltiplicala 
per BD. Dico adesso che il tri.mgolo ABi è simile al tiiingulu 
BDC ; perché essendo l’arco AD eguale a CO, se si aggiunga 
ad ambe le patti DO, si avrà l’arco AO eguale a DC ; diiin|u 
1' angolo ABI è eguale all’ angolo DBC ; di piu l’angolo B.VI 
eguale a BDC, perchè sono iscritti nel medesimo segmento; dna. 
que i triangoli ABI , DBC sono simili , ed i lati omologhi dan- 
no la proporzione 

AB : BD :: AI : CD -, 

donde resulta AB moltiplicata per CD eguale ad AI moltiplicata 
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p«r BD. AggiungsnJo i da* resultati trovati, al avià AD molti* 
plicata per BC, più AB moltiplicata per CD eguale a CI moltipli* 
cata per BD, più Al moltiplicala per BD: ma Al molliplieala per 
BO, più CI moltiplicata per BD è eguale ad Al più CI moltipli- 
cata per BD, ovvero ad AC moltiplicala per BU ; si avrà dunque 
la somma dei rettangoli di AD moltiplicata per BC, più AB ibuU 
tiplicata per DC , eguale ad AC moltiplicata per BD (o). 

Quindi in ogni quadrilatero iscritto ete. C. B. D. 

Scolio. Si può dimostrare nella stessa maniera uu altro tea* 
rema sul <{uadrilatero iscritto. 

il triangolo ABD simile a BIC dù pure la proporstone 

BD : BC :: AB : Bi, 

donde resulta Bl moltiplicata per BD eguale a BC moltiplicala per 
AB. Se cnngiungasi CO, il triangolo ICO, simile ad ABl , sarù 
simile a BOC , e darà la proporaione 

BD : CO :: DC ; 01, 

donde resulta BD moltiplicata per OI eguale a CO moltipUcila 
per DC ; o a cagione di CO eguale ad AD ; Q1 moltiplicata por 
£0 eguale ad AD moltiplicata per DC. Aggiungendo i due re- 
anluti, ed osservando thè Bl moltiplieata per BD, più 01 mol- 
tiplicata per BD si riduce a BO moltiplicata per BD , si avià 

BO X BD ” AB X BC -4- AD X DC. 

Se si fosse preso BP eguale ad AD, e si fosse congiunta CI(P, 
si sarebbe dimostrata con simili ragionamenti , 

CP X CA = AB X AD + BC X CD. ' 

Ma essendo l’arco BP eguiie ad OC, se si aggiunga ad ambe 
le parti BC, si avrò l’arco CBP eguale » BCO ,‘ dunque la corda 
CP è eguale alla coida BO , e per conscguenra i reltaugoli BO 
moltiplicata per BD , e CP moltiplicata per CA stanno ira loro 
come BO sta a CA ; dunque 

BD :CA :: abxbc+adxdc : adx ab+bc xcd. 

Dunque le due diagonali di un quadrilatero iscritto s‘anno 
fra loro come le somme dei rettangoli dei lati adiacenti alle loro 
tslrtmiiò. 

Questi due teoremi possono servire per trovare le diagonali 
quando si conoscono i lati. 



(a) Questo teorema i ricevuto dal i.® libro dell' Almagesto di 
Tolommeo , ed è utilissimo per la trigonometria. ( Il Taso. ) 



Legendhi Geom. J^ana. 15 
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PROPOSIZIONE XXXIV. 



TKOREMA. 



DjU un punto dentro un cerchio e copra un raggia gualungue, si 
prenda un punio fuori drl cerchio sul prolungamento dello stesso 
raggio , talmente che il raggio sia media proporzionale fra la 
porzione di esso compreso fra il centro ed il punto interno , e 
tutta la retta compresa fra lo stesso centro ed il punto esterno', 
e se da un pomo gualungue della circonferenza si tirino delle 
tinee rette ai due punti , gutslc staranno da per tutto nello stesso 
rapporto. ' 



Sia P ( fig. iS6 ) un punto qiialunr^iie dentro del ce<chÌo 
sul raggio AC . e sia preso no punto Q fuori sul proluogameato 
dello stesso raggio , talmente che si abbia la pruporsione 

cp : CA :: ca : cq-, 

e se da un piinbi qualunque M delta circonferenza si tirino ai dae 
punti P e Q le retie MP, MQ ; dico queste rette staranno 
da per tutto nel medesimo rapporto, e che si avrà sempre 

MP ; MQ :: AP ; aq. 

Infatti si à per supposiaiune , 

op : CA :: ca : cq ; 

mettendo CM in luogo di CA , si avrà 

CP : CM : ; CM : cq ; 

dunque i triangoli CPM , CQM ànno un angolo C eguala eom- 
pieso fra lati proporsionali, quindi essi S(>no simili ( Prop. ao, 
Ih, Jll ] ,- dunque il terso lato MP sta al terzo lato MQ come 
CP a CM o CA. Ma la proporzione 

CP ; CA CA : cq 

dà , dividendo , 

CP : CA : : CA — cp ; cq — ca, 



ovvero 



dunque 

Quindi 



CP : CA ;; ap : aq-, 
MP : MQ AP : aq. 

dato un punto etc. C. B. D. 
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^ PROBLEMI 

RELATIVI ÀL TERZO LIBRO 



PROBLEMA I. 

Dividere una linea retta data in quante parti eguali si 
voglia , ovvero in parti proporzionali ad altre linee 
date. 

4.® Sia proposto di dividere la linea AB ( fig. 
in cinque parli eguali \ dall’ estremità A si condurrà la 
retta indefinita AG , e prendendo AG di una grandezza 
qualunque , si adatterà AG cinque volte sopra AG \ si 
uniranno I’ ultimo punto di divisione Gel’ estremità B 
colla linea retta BC, poi si condurrà CI parallela a GB^ 
dico che Al sarà la quinta parte della linea AB, e che 
portando Al cinque volle sopra AB , la linea AB sarà 
divisa in cinque parti eguali. 

Infatti, poiché CI è parallela a GB , i lati AG , AB 
sono tagliati proporzionalmente in C ed I ( Prop. 

Ma AC è la quinta parte di AG; dunque Al è la quinta 
parte di AB. 

2,“ Sia proposto di dividere la linea AB ( fig. 138 
in parli proporzionali alle linee rette date P, Q, R. Dal- 
l’estremità A tirisi l’indefinita AG; prendansi AG eguale 
a P, CD eguale a Q, DE eguale ad R ; uniscansi l’estre- 
mità B ed E, e per i punti C , D conducansi le Cl, UK 
parallele a BE; dico che la linea AB sarà divisa in parti 
Al , IK , KB proporzionali alle linee date P , Q , 11. 

Inlàtti per le parallele Cl, DK, EB le parti Al, IK, 
KB sono proporzionali alle parti AC , CD , DE ( Prop. 
13 ) \ e per costruzione quest’ ultime sono eguali alle 
linee date P, Q, R ; dunque la linea AB è stata divisa 
nelle parti AI, IK, KB proporzionali alle date P, Q, R. 
Dunque data una linea retta si è dioisa iti quante parli 
tgucùi si è voluto , ed tn parti proporzionali ad altre 
linee date. C. B. F. 
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problema n. 

TrocnH una quarta proporgionaU a tra retta data» 

'**■ Siano date le tre rette A , B , C ( ■f39) , tro- 

vare una quarta proporzionale a queste. T irinsi le due 
rette indefinite BE , DF sotto un angolo qualunque. So- 
pra De prendasi DA eguale ad A , e DB eguale a B ; 
sopra DF prendasi DC eguale a C ; tirisi AC, e pei punto 
B la BX parallela ad AG ; dico che DX sarà la quarta 
proporzionale cercata. 

Infuni, siccome BX è parallela ad AG, si à la pro- 
porzione 

DA ; DB :: dc : dx -, 

ora i tre primi termini di questa proporzione sono eguali 
alle tre linee date ; dunque DX è la^ quarta proporzio- 
nale richiesta. Dunque date tre rette si è trovata la quarta 
proporzionale a queste. C. B. F. 

Corollario.* Si troverà similmente una terza propor- 
zionale alle due linee date A, B ; poiché essa sarà la stes- 
sa che la quarta proporzionale alle tre linee A , B , C. 

PROBLEMA III. 

Trovare una media proporzionale tra due rette. 

Tra due linee rette A, B ( fiq. 140 ) bisogna tro- 
vare una media proporzionale. 

Sopra una linea indefinita DF prendasi DE eguale 
ad A , ed EF eguale a B ; sulla linea totale DF, come 
diametro , descrivasi la mezza circonferenza DGF •, dal 
punto E innalzisi ai diametro la perpendicolare EG, che 
incontra la circonferenza in G dico EG essere la media 
proporzionale cercata. 

Inibiti la perpendicolare abbassata da un punto dellti 
circonferenza sul diametro è media proporzionale fra i due 
segmenti del diametro DE, EF ( Prop. 23 ); or questi 
segmenti sono eguali alle linee date A e B ^ dunque EG 
è la media proporzionale fra le A e B. Quindi date due 
tette si é trovata la media proporzionale. C. B. F. 
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PROBLEMA IV. 

Dividere una linea retta data in due parti , di maniera 
che la maggiore sia media proporzionale tra la linea 
intera , e l’ altra parte. 

Data la linea AB ( fig. 144') , fa d’ uopo dividerlaFJ*.iA». 
In due parti in modo che la maggiore sia media propor- 
zionale fra la tutta e la minore. 

Dall’ estremità B della linea AB innalzisi la perpen- 
dicolare BC eguale alla metà di AB; dal punto C, come 
centro , e col raggio BC descrivasi una circonferenza ; 
tirisi AC che taglierà la circonferenza In D , e prendasi 
AF eguale ad AD -, io dico che la linea AB sarà divisa 
nel punto F nella maniera domandata*, cioè che si avrà 
AB : AF :: af : fb. 

Infatti AB essendo perpendicolare all’ estremità del 
raggio CB , è una tangente ; e se si prolunghi AC fino 
a che incontri di nuo»o la circonferenza in E , si avrà 
( Drop. 30 ) 

AE : AB :: ab : ad; 

dunque , dividendo , 

AE — AB : AB :: ab - ad : ad. 

Ma poiché il raggio BC è metà di AB , il diametro 
DE è eguale ad AB, e per conseguenza AE meno AB è 
eguale ad AD eguale ad AF ; si à pure, per essere AF 
eguale ad AD , AB meno AD eguale ad FB *, dunque 
AF : AB fb : ad o af -, 

dunque* , invertendo , 

AB : AF :: af : fb. 

Quindi data una linea AB si è divisa in modo che 
la parte maggiore è media proporzionale tra la tutta e 
la parte minore. C. B. F. 

Corollario. Questa divisione della linea AB si chia- 
ma divisione in media ed estrema ragione: se ne vedrà 
1’ applicazione. Si può osservare che la secante AE è di- 
visa in media ed estrema ragione nel punto D \ iufattiy 
poiché AB è eguale a DE , si à . 

AE : DE de : ad. 
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PROBLEMA V. 

Ber un j^nto dato dentro di un angolo dato^ lirart una 
retta in maniera che le parti comprese fra il punto ed 
t due lati dell' angoh siano eguali. 

Sia dato il punto A ( fig. d42) deniro l’angolo BCD; 
fa d’uopo tirare la retta BD io maniera che le parli AB, 
AD, comprese fra il punto A ed i lati CB, CD, siano eguali. 

Pel punto A tirisi AE parallela a ( D; prendasi BK 
eguale a CE , e per i punti B ed A tirisi BAD -, dico 
BAD essere la linea domandata. 

Infatti , AE essendo parallela a CD , si à 
BE : EC : ; BA : ad -, 

ora BE è eguale ad EC; dunque BA sarà eguale ad AD. 

Quindi per un dato punto dentro di un angolo dato 
si è tirata una retta in modo , che le parti comprese 
fra il punto ed i due lati dell'angolo sono eguali. C.B.F. 

PROBLEMA VI. 



Fare un quadrato equivalente ad un parallelogrammo , 
0 ad un triangolo dato. 



I® Sia ABCD il parallelogrammo dato ( fig. 03 ) , 
AB la sua base , e DE la sua allerta ; fa d’ uopo co- 
struire un quadrato equivalente a tale parallelogrammo. 

Tra AB e DE trovisi la media proponionale XV 
( Prob. 3 ) -, dico che il quadrato fatto sopra XV sarà 
equivalente al parallelogrammo ABCD. 

Infatti si à per costruzione 



l i, 



AB : XY : : XY : DE ; 

dunilue, eguagliando il prodotto degli estremi a quello del 
medi, si à XY moltiplicata per XY, ovvero il quadralo di 
XY eguale ad AB moltiplicala per DE : ora quest’ultimo 
prodotto è la misura del parallelogrammo ABfiD ^ dunque 
il quadralo di XY è equivalente al parallelogrammo dato. 

Sia BO.(/ì</. 04) il triangolo dato, BC la sua ba- 
se, AD la sua ullezz.i ^ fa d’ uopo costruire un quadrato 
equivalmile a questo triangolo. 

Trovisi una uiedi^ proporzionate fra BC e la metà di 
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e sia XY questa inedia ^ dico clic il quadralo fatto 
^opra XY sarà equivalente al triangolo ABC. 

Poiché , siccome si à 

Bc : XY :: xy : ^ ad , 

ne resulta il quadrato di XY eguale a BC moltiplicata 
per la metà di AD : ma BC moltiplicata per la metà di 
AD è la misura del triangolo ABC *, dunque il quadralo 
di XY è equivalente al triangolo ABC. 

Quindi dato un paralUlofframmo si è fatto un qua- 
dralo ed un triangolo , ciascuno equivalente a tale pa- 
rallelogrammo. C. B. F. 

^ PROBLEMA VII. 

Sopra una data linea retta fare un rettangola 
equivalente ad un rettangolo dato. 

Sulla data linea retta AD ( fg. i45 ) bisogna farsFig 
un rettangolo equivalente al rettangolo dato ABFC. 

Trovisi una quarta proporzionale alle tre linee AD, 
AB , AC , e sia AX questa quarta proporzionale •, dico ’ 
che il rettangolo fatto sopra AD ed AX sarà equivalente 
al rettangolo ABFC. 

Infatti , avendosi 

AD : AB :: ac : ax 

ne resulta AD moltiplicala per AX eguale ad AB molti- 
plicata per AC ^ dunque il rettangolo ADEX è equiva- 
lente al rettangolo ABFC. 

Quindi sopra una data linea retta si è fatto un ret- 
tangolo equivalente ad un rettangolo dodo. €. B. F. .. 

PROBLEMA Vili. 

2’rovare in linee il rapporto del rettangolo di due linee 
date al rettangolo di due altre linee date. 

Dati i due rettangoli, uno delle linee A e B ( 
e 1’ altro delle C e D *, fa d’ uopo trovarne il rapporto 
in linee. 

Sia X una quarta proporzionale alle tre linee B , C , 

D ^ dico che il rapporto delle due linee A e X sarà eguale 
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a qiiclie dei dae rettangoli A moltiplicala per B , e C 
moltiplicata per D. 

Infatli avendosi 

B : c :: D : X , 

ne resulta C moltipiicata per D eguale a B moIlipUcata 
per X ^ dunque 

AxB : cxD :: axb ; bxx :: a : x. 

Dunque dati due rettangoli si è trovato il loro rap' 
porto in linea. C. B. F. 

Corollario. Dunque per avere il rapporto dei qua- 
drati Tatti sopra le linee A , C , trovisi una terza pro- 
porzionale X alle linee A e C , talmente che si ubbia 
A : c :: c ; X 

e si avrà 

A* : c* :: A : X. 

PROBLEMA IX. 

Trovare in linee il rapporto del prodotto di tre linea 
date al prodotto di tre altre linee date. 

Sia proposto di trovarsi in linee il rapporto del pra- 
*'**'4»-dotto delle tre linee date A, B, C ( fig. i49 ), al pro- 
dotto delle tre linee date P , Q , R. 

Alle tre linee date P , A , B , trovisi una quarta 
proporzionale X ; alle tre linee date C , Q , R , trovisi 
una quarta proporzionale Y. Le due linee Y staran- 
no fra loro come i prodotti di A moltipllcata per B e 
per 0 , e di P moltiplicata per Q e per R. 

Infatti , siccome si à 

p : A :: B : X , 

si à A moltiplicata per B eguale a P moitiplioata per 
e moltiplicando ambe le parti per C, sarà A moltiplica- 
ta per B e per C eguale a C moltiplicata per P e per X. 
Similmente , siccome 

c : Q :: R : Y, 

ne resulta Q moltiplicata per R eguale a C moltiplicata per 
Y , e moltiplicando ambe le parti per P , si à P moltipli- 
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cala por Q e per R aguale a P moUìpUcata per C e per 
Y dunque il prodoUo di A per B e per C sta al . prò-: 
dotto di P per Q e per R come il prodotto di C per 
P e per X sta al prodotto di C per P e per Y, o come 
X sta ad Y. 

Dunque si è trovalo in linee il rapporto del prodotto 
tre linee date al prodotto di tre altre linee date, C. R. 

PROBLEMA X. 

Fare un triangolo equivalente ad un poligono dato. 

Sia ABGDE il poligono dato(^g'. ^46); fa d’uoporij.i^», 
fùre un triangolo equivalente a questo polìgono. 

Tirisi primieramente la diagonale CE che tolga dal 
poligono il triangolo CDE. Pel punto D tirisi DF paral- 
lela a CE finché incontri AE prolungata ; congiungasi 
CF , ed il poligono ABCDE sarà equivalente al poligono 
ABCF che à un lato di meno. 

Poiché i triangoli CDE , CFE anno la base comune 
CE *, essi ànno pure la medesima altezza , perché i loro 
vertici D , F sono situali sopra una linea DF parallela 
alla base dunque questi triangoli sono equivalenti : ag- 
giungendo ad ambe le parli la figura ARCE, si avrà da 
una parte il poligono ABCDE , e dall’ altra il poligono 
ABCF , che saranno equivalenti. 

Si può parimente togliere l’angolo B sostituendo al 
triangolo ABC il triangolo equivalente AGC , e cosi il 
pentagono ABCDE sarà cangiato in un triangolo equiva" 
lente GCF. 

Lo stesso metodo si applicherà ad ogni altra figura: 
poiché diminuendo ad uno per volta il numero dei lati, si 
formerà finalmente il triangolo equivalente. Quindi si è 
fallo un triangolo equivalente ad un poligono dato. C.B.F. 

Scolio. Si è già osservalo che ogni triangolo può 
essere trasformato in un quadrato equivalente {^Prob.6); 
cosi si troverà sempre un quadrato equivalente ad una 
figura rettilinea data : questo è ciò che si chiama qua-^ 
drare la figura rettilinea , o trovarne la quadratura. 

11 problema della quadratura del cerchio consiste nel 
trovare un quadrato equivalente ad un cerchio , di cui 
sia dato il diametro. 

Lbobnpbb Geom, Piana, 
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PROBLEMA XI. 



Tare un quadrato che sia eguale alla somma od alla 
differenza di due quadrati dati. 

g.,!,,. Siano \ e B ( fig. ^147 ) i lati dei quadrati dati. 

t." Bisogna trovare un quadrato eguale alla somma 
di questi quadrali. Tirinsi le due linee indefinite ED, EF 
ad angolo retto; prendasi ED eguale ad A, ed EG a B-, 
con"iungasi DG -, DG sarà il lato del quadrato cercato. 

“infatti il triangolo DEG essendo rettangolo, il qua- 
drato fatto sopra DG è eguale alla sonama dei quadrati 
fatti sopra ED , EG, ovvero alla somnaa dei quadrali di 
A e B ( Prop. 41 ). 

2.® Se bisogna trovare un quadralo eguale alla dif- 
ferenza dei quadrati dati , formisi parimente l’ angolo 
retto FEH , prendasi GE eguale al minore dei lati A e 
B -, e dal punto G , come centro , e con un raggio GH 
eguale all’ altro lato, descrivasi un arco che tagli EH in 
Il ; dico che il quadrato fólto sopra EH sarà eguale alla 
differenza dei quadrati fólti sopra le rette A e B. 

Infatti il triangolo GEH è rettangolo , l’ ipotenusa GH 
è eguale ad A , ed il lato GE eguale a B-, dunque il qua- 
dralo fatto sopra EH è eguale alla differenza dei quadrati 
fatti sopra EG e GH, ovvero dei quadrati dati (Coro/. 7, 
Frop. // ). Quindi si è fatto un quadrato eguale alla 
somma od alla differenza di due quadrati dati. C. B. F. 

Scolio. Si può trovare ancora un quadralo eguale alla 
somma di quanti quadrati si vuole; poiché la costruzione 
che ne riduce due ad un solo, ne ridurrà tre a due, e 
questi due ad uno , e così degli altri. Sarebbe lo stesso 
se qualche quadrato dovesse essere sottratto dalla somma, 
degli altri. 

PROBLEMA XII. 

Costruire un quadrato che stia ad un quadrato dato., 
come una retta data sta ad un' altra retta ancora data. 

Sia dato il quadralo ABCD ( fig. ISO ) -, fa d’uopo 
*''* ''"costruire un altro quadrato che stia al dato come la li- 
nea M sta alia linea N. 

Sopra la linea indelìDita EG. prendasi EF eguale ad 



Digitized by Googte 




llu 

M ; ed FG eguale ad N ; sopra EG, ‘come diametro, de- 
scrivasi la circonferenza, e dal punto F alzisi al diame- 
tro la perpendicolare FU. Dal punto U lirinsi le corde 
HG , HE clic protungansi indefinitamente ; sulla prima 
prendasi HE eguale al lato AB del quadralo dato, e pel 
punto K tirisi Kl parallela a GE \ dico che HI sarà il 
lato dei quadrato cercato. 

tufulli , per le parallele KI , GE , si à 

HI I HK :: HE : hg ^ 

dunque 

HT’ : HK* i: HE* : Gii; 

ma nei triangolo rettangolo EHG ( Prop. 23 ) il quadrato 
di RE sta al quadrato di HG, come il segmento EFsta 
al segmento FG , o come M sta ad N ; dunque 

Hi’ : HK* :: M : N. 

Ma HK è eguale ad AB -, dunque il quadrato futlo 
sopra HI sta al quadralo fatto sopra AB come M sta ad 
N. Quindi si è costruito un quadrato che sta ad un qua- 
drato dato , come una retta data sta ad un' altra retta. 
B F 

PROBLEMA XllL 

Sopra un lato omologo ad un cdtro lato descrioere un 
poligono simile ad un poligono dato. 



Sopra il lato FG ( /ig. i29) omologo ad AB, è d’uopoFij.,»,. 
descrivere un poligono dato ABCDE. 

Nel polìgono dato lirinsi le diagonali AG, AD; al 
punto F facciasi l’angolo GFH eguale a BAC , ed al punto 
G r angolo FGH eguale ad ABf] : le linee rette FH, GH 
si taglieranno in B, ed FGH sarà un triangolo sìmile ad 
ABG. Similmente sopra FH, omologo ad AG, costruiscasi 
il triangolo FIH simile ad ADG , e sopra FI , omologo ad 
AD, costruiscasi il triangolo FIK simile ad ADE. Il poligono 
FGflIK sarà il poligono richiesto, cioè simile ad. ABCDE. 

Infatti questi due poligoni sono- composti di un me- 
desimo numero di triangoli sìmili , e similmente disposti 
( Prop.26)^ e perciò sono simili. Quindi sopra un lato 
omologo ad un altro lato si è descritto un poligono si- 
mile ad un poligono dato. G. B, F. 
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PROBLÈMA XIV. ’ 

èssendo date due figure simili , costruire una figura simili 
che sia eguale alla loro somma od alla loro differenza. 

Siano A e B due lati omologhi delle figure date : 
trovisi un quadrato eguale alla somma od alla difTerenzd 
ilei quadrati fatti sopra A e B ; sia X il lato di questa 
quadrato X sarà nella figura cercata il lato omologo 
ad A c B nelle figure date. Si costruirà in seguitò qué- 
sta figura pel precedente problema. 

Poiché le figiire simili stanno come i qùadrati dei lati 
omologhi ; ora il quadrato del lato X è eguale alla som- 
ma od alla differenza dei quadrati fatti sopra i lati omo- 
loghi A e B; dunque la figura fatta sul lato X è eguale 
alla somma od alla differenza delle figure simili fatte so- 
pra i luti A e B. Quindi essendo date due figure simili^ 
si è costruita una figura simile ed eguale alla loro som- 
tha od alla loro differenza. C. B. F. 

PROBLEMA XV. 

Costruire una figura simile ad una figura data , e chi 
stia a questa figura nel rapporto dato di M a N. 

Sia A Un lato della figura data •, X il lato omologo 
nella figura cercata -, bisognerà che il quadrato di X stia 
al quadralo di A come M a N ( Prop. 27 ). Si troverà 
dimque X pel problema xir, e conoscendosi X si costruirà 
Sii di esso la figura simile alla data pel problema xui i 
» osì sarà costruita una figura simile alla data , ed il 
- rapporto fra loro sarà di Ma N. C. B. F. 

PROBLEMA XVI. 

Costruire una figura simile ad una figura data ed 
equicalente ad un' ultra figura ancora data. 

Sia d’uopo costriiirsf una figura simile alla figura P 
( jpg, rei equivalente alla figura Q. 

Oerchisi il luto M di i quadralo equivulenle alla figura 
P , <d il laio N del quadrato equivalente alla figura Q 
{Scol. Prob. iO'). Sia quindi X una quarta proporzionale alle 
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te linee date M , N, AB ; sul lato X omelogo ad AB 
temasi una figura simile alla «gara P; diiS che sarà 
di piu equivalente alla figura Q. ’ 

avrà^Prop ^ l’atta sul lato X , si 



P : Y 

ma , per costruzione , 



ovvero 



AB 



:: ab ; 

X :: M* 



:’N, 






N 



* a“5 : X* 

dunque 

p ; Y M* * N* 

lo o 5!^ sì à pure per costruzione il quadrato di M egua- 
le a P , ed il quadrato di N eguale a Q ; dunque 
P : Y :: p : q • ^ 

ma P è e^iale a P; dunque Y *è eguale a Q-, e perciò 

C B ^ equivalente alla fi- 

PROBLEMA XVII. 

Costruire un rettangolo equivalente ad un quadrato dato, 

ea I cMt lati adiacenti facciano una somma data. 

struiSi^.^ 'lua'lrato C (fg. fa d’uopo co-fi, «s*. 

f cui h i equivalente a questo quadrato, ed 

i CUI lati adiacenti facciano una somma data AB. 

conferen/n .^r • diametro , descrivasi la semicir- 

^d P^‘’“'tetaoiente al diametro la linea DE 

riVnnnfn 1?"^“ ‘^cl quadralo dato C. 

abha^>;ie' c^i 'ri-°'^ parallela taglia la circonferenza , 

AF^ed FR •? P'^rpendicolare EF *, dico che 

AF ed FB saranno i lati del rettangolo cercato. 

delte'!\F FB f ^ '' rettangolo 

P9 V è eguale al quadralo di FE ( Cnrol. Prop. 

ovvlVn J r è eguale al quadralo di DA, 

oweio a g, dunque il rettangolo delle AF ^ FB è equi- 
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ralente al quadralo (7, ed t lati fanno una somma f^uale 
alla data AB. C. li- F. 

PROBI. XVIII. 

V 

Costruire un reltanqoìn rquirnlentead un quadralo dàto^ 
ed i cui lati mliaceiiti abbiano fra loro una differenza 
data. 

» tj.is.v Sia dalo un quadralo C ( ^g. ‘foS ) ; fa d’uopo co- 
s'ruire iin reltanacolo cquivaleate a questo quadralo, ed 
i cui lati odiata nli abbiano fra loro la difiRirenza AB. 

Sulla linea data AB , come diametro , descrivasi la 
circonferenza*, all’ eslrcrnilà del diametro coiidncasi fa 
laiigenle AD eguale al lato del quadralo C j {)d punto 
D e pel centro O tirisi la secante DF ; dicuche DE, DF 
saranno i lati adiacenti del rettangolo ricliiesto. 

liif.iHi l.'’ la dilTerenra di questi lati è eguale al dia- 
metro KP o AB -, 2.® il rettangolo delle DE, DF è eguale 
al (iiiaJralo di AD ( Prop. 30 ) ; dunque si è costruito un 
rettangolo equivalente al quadrato dato C ^ ed i cui lati 
adiacenti anno fra loro la data differenza AB. C. B. F. 

PROBLEMA XIX. 

Trovare la comune misura , se ve n’ c alcuna , tra Ice 
diagonale ed il lato del quadralo. 

'5+ Sia ABCG ( fig. ioi) un quadrato qualùnque, AG I» 
sua diagonale *, fa d’ uojio trovare, se ve n’è, la comu> 
ne misura tra la diagonale ed il lato di esso quadrato. 

Bisogna principalmente adattare GB sopra CA tante 
volle , quante può esservi contenuto (Pro6. /7, /«6. H)r 
e perciò descrivasi col centro C e col raggio GB il se- 
inicircolo DBE; si vede che GB è contenuto una volta ira 
AG col resto AD . il resultato della prima onerazione è 
dunque il quoziente t col resto AD , che bisogna para- 
gonare con l B 0 col suo eguale AB. 

Si può prendere AF eguale ad .AD, e portare real- 
mente AF sopra AB*, si trovefeblie che vi è contenuto due 
volte con un resto *. ma siccome questo resto ed i seguenti 
vanno diminuendo, e che ben presto non vi si ravvisereb- 
bero per la loro picciolezza, questo non sarebbe che mi 
tnezzo meccanico imperfetto , dal quale non si potrebbe 
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nulla conchiudere per decidere se le linee AC, CB ànno 
fru loro o non ànno una misura comune \ uru vi è un 
mezzo semplicissimo di evilare le linee decrescenli , c 
di operare sopra linee che ' cbleruiuiu seaipre della me- 
desima grandezza. 

Infalli, Tangolo ABC esv ndo redo , AB è una laii- 
genle ed AE una secante tirata dal medesimo punto, di 
maniera che si à ( Prop. 30 ) 

AD : AB AB : ae. 

Così nella seconda operazione ove si tratta di para- 
gonare AD con AB , si può invece del rapporto di AD 
ad AB prendere quello di AB ad AE : ora AB, o la sua 
eguale CD, è contenuta due volte in AE col resto AD ; 
dunque il resultato della seconda operazione è il quo. 
ziente 2, col resto AD , che bisogna paragonare ad AB. 

La terza operazione , che consiste nel paragonare 
AD con AB, si ridurrà parimente a paragonare AB o la 
sua eguale CD con AE ; e si avrà anche 2 per quuzie. - 
te ed AD per resto. 

Da ciò si vede che V operazione non avrà termine, 
e che non vi è alcuna comune misura fra la diagonale 
ed il lato del quadrato-, verità ch’ora già conosciuta per 
l’ aritmetica ( poiché queste due liuoe stanno fra loro co- 
me y 2 ; 4 ) ( Prop. H) t ma che acquista un mag- 
gior grado di chiarezza mediante la risoluzione geome- 
trica. 

Scolio. Non è dunque possibile trovare in numeri il 
rapporto esatto della diagonale al lato del quadrato \ ma 
può trovarsi con approssimazione tanto quanto si vuole col 
mezzo della frazione continua, che è eguale a questo rap- 
porto. La prima operazione à dato per quoziente i \ la se- 
conda e tutte le altre ali’infìuilo danno 2-, onde la frazioue 
della quale trattasi è 1 -)- I 

— 1 ~ 1 
2 — -f-1 

2 1-1 

2 — 

Sete, ali’ iiiflnilo. 

Per esempio, se si calcola questa frazione sino al quar- 
to termine inclusivainente , si trova che il suo valore è - 
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i2 41 

1 — o — : talmente che il rapporto prossimo della dii. 
29 29 

goiiale al lato del quadrato è come 41 a 29. Si trove- 
rebbe un rapporto più approssimativo calcolando un ra|;- 
gior numero di termini. 



% 
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^.IBRO QUARTQ 



I POLiqOKI REGOLARI E LA MlSfUR^ 
DEL CiacOLO 



DEFINIZIONE 



poligono che è equiangolo ed equilatero chiamasi 
poligono regolare. 

Vi sono dei poligoni regolari di qualunque numero 
di lati. 11 triangolo equilatero è quello di tre lati, ed i| 
quadrato quello di quattro. ' 

PROPOSIZIONE PRIMA. 

feOBEMA. 

Pue poligoni regolari di un medesimo ^un^ero di lal\ 
sono due figure simili. 

esempip, i due esagoni regolari ABCDEF 
ed abcdef { fig. f55'); dico che questi dqe esagoni soaoFij„ss, 
due figure simili. ' • 

La somma degli angoli è la stessa neiP una e nel- 
Oi? ^ figura-, essa è eguale' ad otto angoli retU (,i*/-op. 

30, lib. /); l’angolo A è la sesta parte di questa som- 
wa , egualmente che P angolo a j dunque i ' due angoli 
A ed a sono eguali j lo stesso è, per conseguenza, de- 
gli angoli B e b , degli angoli p e c etc. 

P* P‘u , poiché per la natura di questi poligoni i 
Isui AB , BC, Cp etc. sono eguali ^ come pure ab , bc , 
co etc. , è chiaro che si ànno le proporzioni : 

AB : ab BC ; bp :: CD : cd etc. 
dunque le due figure , delle quali tra. tasi, ànno gli ani 

Lhobiioib Geom. Póma, •- 17 
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golì ogiinli ed i lati omologhi proporzionali ; esso dun< 
que sono simili ( Dtf. 5, lib. III). Quindi due poligoni 
regolari eie. C. 13. D. 

Corollario. I perimetri di due poligoni regolari di 
un medesimo numero di lati stanno fra loro come i lati 
omologhi , e le loro superficie come i quadrati di que^ 
sti medesimi lati C Prop. 21, lib. Ili ). 

Scolio. V angolo di un poligono regolare si deter- 
mina dal numero dei Iati , come quello di un poligono 
equiangolo ( Prop. 20 , lib. I ). 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Ogni poligono regolare può essere iscritto nel cerchio , 
come ancora circoscritto al cerchio. 

16 . Sia ABCDEFGIl ( fig. IS6 ) il dato poligono rego- 
lare ; dico che può essere iscritto nel cerchio e circo- 
scritto al circolo. 

Immaginisi che si faccia passare per i tre punti A, 
B,C la circonferenza-, sia 0 il centro, ed OP la perpen- 
dicolare abbassata sulla metà del lato I5C -, tirinsi AO, OD. 

Il quadrilatero OPCD ed il quadrilatero Ol’BA pos- 
sono, essere soprapposii : infatti il lato OP è comune , 
l’angolo OPC eguale all’ angolo OPB, poiché sono retti^ 
dunque il lato PC si applicherà sul suo eguale PB, ed il 
punto C cadrà in B. Di più , per la naiura del poligo- 
no, r angolo PCB è eguale all’ angolo PBA-, dunque Cr> 
prenderà la direzione BA; e poiché CO è eguale ad AB, 
il punto D cadrà in A , ed i due quadrilateri coincide- 
ranno interamente 1’ uno con 1’ altro. I.a distanza OD è 
dunque eguale ad AO, e per conseguenza la circonferen- 
za che passa per i tre punti A , B, C , passerà anche 
«pel puntp D: con un ragionamento simile si dimostrerà 
che la circonferenza che passa per i tre vertici B, C, D, 
passerà ancora pel vertice dell’ angolo seguente E, e cosi 
di seguito-, dunque la medesima circunferenza che passu 
per i puidi.A, 13, C, passa per lutti i vertici degli an- 
goli dvl poligono, ed H poligono sarà iscritto in questa 
circoffferenza. 

In secondo luogo, per rapporto a questa circonferen- 
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Ea , tulli ì Iati AB , BC , CD eie. sono corde eguali \ 
esse sono dunque egualmente distanti dal centro ( Prop. 
fi, lib. Il) \ dunque se dal punto 0 , come centro , e 
coi raggio OP si descriva'^ una circonferenza, questa cir- 
conferenza toccherà il lato BG e tutti gli altri lati del 
poligono , ciascuno nel rispettivo punto medio, c la cir- 
conferenza sarà iscritta nei poligono, od il poligono cir- 
coscritto alla circonferenza. Quindi ogni poligono rego- 
lare etc. C. B. D. 

Scolio I. Il punto 0 , centro comune- del cprchio 
iscritto e del cerchio circoscritto, può essere riguardalo • 
pure come il centro del poligono, e per questa ragione 
si chiama angolo al centro I’ angolo AOB , formalo dai 
due raggi tirali alle estremità di un medesimo lato AB. 

Poiché tutte le corde AB, BG, GD eie. sono eguali, 
egli è chiaro, che tutti gli angoli al centro so-io eguali, 
e che perciò il valore di ciascuno si trova dividenclo 
quattro angoli retti pel numero dei lati del poligono. 

Scolio II. Per iscrivere un poligono regolare di tin 
certo numero di lati in una data circonferenza, si tratta 
soltanto di dividere la circonferenza in tante parti cgiia, 
li , quanti lati deve avere il poligono ; poiché gli an-lii 
essendo eguali , le corde AB, BG, CD eie. ( fig. /Dfi ,5g. 
saranno eguali \ i triangoli AOB, BOC, COD etc. saran- 
no pure eguali, perchè sono equilateri fra loro-, dunqua 
la figura ABCDEF è un poligono regolare. 

PROPOSIZIONE III. 

PROBLRMA. 

Iscrivere un quadrato in una circonferenza data. 

Sia data la circonferenza DGBA ( fìg. ) ; fa d’uo- fì* 
po iscrivervi un quadrato. 

Tirinsi due diametri AG, BB che si taglino jid an- 
goli retti ; uniscansi le estremità A , B, G, D ; dico la 
ligura ABGI> essere il quadrato iscritto. 

Iiifjtti essendo egualKgli angoli AOB, DOG etc., le 
corde AB , BG etc. sono eguali .(«). Dunque nella data 
circonferenza si è iscritto un quadrato. G. R. F, 

(.a") Ovvero, per maggiore chiarezza, essendo gli an- 
qoìi AOB., BOI' eir. eguali, le cn'de AB , BC etc. sono 
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Scolio. Essendo il triangolo BOC rellangolo ed tóo- 
scele , si à ( Frop. Corol. Ub. Ili ) 

BC : BO V"* : i; , 

dunque il lato del quadrato iicrilto sta ùl raggio come 
ta rìidice quadrata di 2 sta all* unità, 

PROPOSIZIONE IV. 

jPROBLBMA. 

iscrtccrc idi esagànò regoìarè éà àn triangolò eqùildterà 
iti una cireor^erenza data. 

I. Sia data la circònferefaxa ABCDEF ( /Sjj. ■/5S ) ; fà 
d’uopo isfcirìvere in essa ùn esagonb regolare, ed un trian- 
golo equilatero. . ^ 

Suppongasi il problema risoluto ^ e sia AB un lato 
dell’ esagono iscritto ^ se si conducano i raggi AOj OB^ 
dico die il triangolo AOB sarà equilatero. 

Pòi< hè l’ angolo AOB è la sesta parte di quattro an- 
goli retti ; così, pirendeiido V angolo retto per unita, si 

avrà l’angolo AOB eguale a — ovvéro — *, i due altri an- 

® ^ 

goli ABO, BAO del medesimo triangolo valgono insieme a 2 

2 4 

meno — ovvero — e come sono eguali, ciascuno di essi é 

3 2 3 

eguale a — -, dunque il triangolo ABO è equilatero -, quin- 



éguali ì quindi il quadrilatero ÀBCD è eqùùdtero ; di 
più., per essere AC un diametro, V angolo ABC è iscrtllo 
in un semicerchio , quindi è retto (Corol. 2, Prop. 18, 
lib. \l) slmilmente si dimostrerebbe essere retto 
no degli angoli C, D, A ; dunque il quadrilatero ABCD 
‘à i lati egudi e gli angoli retti ; dunque è un quadrò- 
io. Quindi nella data circonferenza si è iscritto un qua- 
dralo. C. B. F. ( li* Tbad. ) 
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éi ii iSlo dcirèsagon« iscriUo è eguale al raggio. 

Quindi resulta caé per iscrivere un esagono regola- 
re in una circonferenza data, bisogna adattare II raggio 
sei volte sulla circonfereniKi , coh che si ritornerà sul 
punto stesso dal quale si era partjto. . 

Essendo iscirittò i’ esagono ABCIÌEF, Se si uniscano 
i vertici degli angoli alternativamente con linee tette, si 
formerà il Iriàng'òlo equilatero ACE (a). 

Dunque hìilla data circonferenza si é is'éritro tm esa- 
gono regolafe tà tìn iriùngqìo equikUero. C. B. F. 

Scolio. Là figura ABCÒ è un pàrallelpi'rammo , ed 
anche un rómbo , poiché AB è eguale a BG , egUale a 
Co , eguale ad OA ( Prop. //, Vorol. tib. Iti ) ; dun- 
que la somma dei quadrati delle diagonali AG , BO , è 
eguale alla somma dei quadrati dei lati -, la quale è quat- 
tro vòlte il quadrato di AB, ovVerd quattro volte il qua- 
drato di BO , per essere AB eguale a BO; togliendo di 
ambe le parti il quadrato di BO, resterà il quadrato di 
AG eguale a tre volte il quadrato di BO j dunque 

AG* : BO* :: 5 : 1 i 

bvvero 

AG : BO :: : 1 -, ' 

dunque il lato del triangolò equilatero iscritto sta al rag- 
gio come la radice quadrata di 3 sta all’ unità. 



(a) Infatti gli archi ÀèC , CDÉ , EPA essendo 
eguali , le corde AC , CE E A saranno eguali , ed 4 
triangolo ACE perciò equilatero. ( Il Trad. ). 
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pnoposizioNi-; %v. 

/ 

PBOBLEMA. 

licrioert in un cerchio dato un decagono regolare , 
un pentagono ed un pentadecagono (a). 

Pì».i 59. Sia dato il cerchio AHFD ( /igr. 4S9 ) ^ fa d’ uopo 
iscrivervi un decagono regolare , un pentagono ed un 
pentadecagono. 

Dividasi il raggio AO in media ed esirema ragione 
nel punto M ( Prop. 4 , lib. HI ) ; prendasi la corda 
AB eguale al segmento maggiore ÓM ^ dico AB essere 
il lato del decagono regolare, che bisognerà dieci volle 
adattare alla circonferenza. 

Poiché tirando MB , si à per costruzione, 

Ào ; OM :: om : am , , 

ovvero , per essere AB eguale ad OM , 

AO : AB : : AB : am -, 

dunque i triangoli ABO , AMB ànno un angolo comune 
A compreso ira lati proporzionali \ dunque sono simili 
( Prop. 20, lib. III). U triangolo OAB è isoscele ; dun- 
(|ue il Irinngolo AMB lo è pure , e si à AB eguale a 
BM ; d’ uHrunde AB è eguale ad OM ^ dunque MB è eguale 
ad OM ; quindi il triangolo BMO è isoscele. 

L’ angolo AMB esterno al triangolo isoscele BMO è 
doppio deir interno 0 ( Prop. 49 , Corol. 6 , lib. I ) : 
ora 1’ angolo AMB è eguale ad MAB ; dunque il triango- 
lo OAB é tale, che ciascuno degli angoli alla base OAB, 
OBA è doppio dell’angolo al verlice •, dunque ì tre an- 
goli del triangolo equivalgono a cinque volle 1’ angolo 
O, e perciò 1’ angolo O è la quinta parte di due angoli 
retti, o la decima parte di quattro angoli retti-, dunque 
1’ arco è la decima parie della circonferenza, e la corda 
AB è il lato del decagono regolare. 



(a) Decagono , da 8^ ( deca ) , dieci , e da yuayt» 
( gónia ) angolo. 

Pentadecagono, da *ivre ( pente ), cinque , da 
( deca ), dieci, e da y»yi* ( gónia) angolo. ( Il Tiiao. ). 
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Corollario /. Sa si uniscano a due a due i verlici 
degli angoli del decagono regolare» si formerà il penta- 
gono regolare ACEGI. 

Corollario IL AB essendo sempre il lato del deca- 
gono , sia AL il lato deU’esagono -, allora 1’ arco BL sarà 

per rapporto alla circonferenza — meno — , ovvero — ; 

' 6 10 15 

dunque la corda BL sarà il lalo del pentadecagono o po- 
ligono regolare di IS lati. Si vede nel tempo stesso dm 
r arco GL è la terza parte di GB. Quindi in un data 
cerchio si é iscrilto un decagono regolare , un pentago- 
' no ed un pentadecagono. 

Scolio. Essendo iscritto un poligono regolare, se si 
dividano gli archi sottesi dai suoi lati in due parti eguali , 
e si tirino le corde dei semi-archi , queste formeranno 
un nuovo poligono regolare d’ un doppio numero di la- 
ti 5 cosi si vede che il quadrato può servire ad iscrive- 
re successivamente i poligoni regolari di 8, 16 , 5? , 
etc. lati. Dei pari i’ esagono servirà ad iscrivere i poli- 
goni regolari di 12 , 24 , 48 , etc. lati ; il decagono i 
poligoni di 20 , 40 , 80 , etc. lati •, il penladeciigono i 
poligoni di 30 , 60 , 120 , etc. lati (a). 

(a) Si è creduto per molto tempo che questi poligoni 
fossero i soli che potessero essere iscritti per la georne-m. 
tria elementare , o pure , ciò che torna lo stesso , per 
mezzo della risoluzione deW equazioni di primo e secon^ 
do grado ; ma Gauss di Berlino à dimostrato, in un' o- 
pera intf/oteta Disquisitiones Arithmeticae, làpsiae, 1801, 
che si può iscrivere con simili mezzi il poligono rego^ 
lare di diciassette lati , ed in generale quella di 5» -f- / 
ktti , purché .8" -f- y lia un numero primo. 
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PROPOSIZIONE, V?, , . 

rSOSLEMA. 

Essendo dato un poligono regolare iscritto^ circoscriverà 

alla medesima circonferenza un poligono simile. 

Essondo dato il poligono regolare iscrilto ABCDEF 
6o.( fig. d60 ) ^ fa d’ uopo circoscrivere alla slessa circon- 
ferenza un poligono simile. 

Dal puntp T medio dell’ arco AB lirisi la (angente 
GH, che sarà parallela ad AB ( Prop. yo, lib. Il) \ fac- 
ciasi la stessa cosa alle metà di ciascuno degli altri ar-; 
chi GB, CD etc. -, queste tangenti formeranno colle loro 
intersezioni il poligono regolare circoscritto GHIKLM si- 
mile al poligono iscrillq. 

È facile vedere in prima che i tre punti 0 , B , K| 
siano in linea retta , perchè i triangoli rettangoli OTH , 
PHN ànno l’ ipotenusa comune OH, ed il l^to OT eguale 
al lato ON ; dunque essi spnp eguali ( Prop. lib. J ) \ 
quindi l’angolo TÓH è eguale ad HON, e per conseguen- 
za la linea OH passa pel punto lì mezzo dell’arco TN j 
per la stessa ragione il punto 1 è sul prolungamento dt 
OC etc. Ma, poiché GH è parallela ad AB, ed HI a BC, 
1’ angolo GHl è eguale ad ABC ( Prop. 27 ^ lib. I ) : 
parimente HIK è eguale a BCD etc. ^ dunque gli angoji 
del poligono circospritto sono eguali a quelli del poligonq 
iscritto. Di piu per queste medesime parallele si a 

Gli : AB :: oh : ob ’ ' 

0 

III : BC :: oh : ob -, 

dunque 

GH ; AB :: III : BG. • , 

Ma AB è eguale a BC , dunque GH è eguale ad HI. 
per la stessa ragione HI è eguale ad IK etc. ^ dunque i 
lati del poligono circoscritto sono eguali fra lopo 5 dunque 
questo poligono è regolare c simile al poligono iscritto. 
Quindi essendo iscritto un poligono regolare si è circoscriU 
fu alla stessa circonferenza un poligono simile. C. B. F. 

Corollario I. Reciprocamente, se fosse dajo |l po4-r 



Digitized by Google 




gono circoscnìio GHIKLM, fi bisognasse per esso costruì^ 
i-e il poligono iscrillo AUCDEF, basterebbe condprre a| 
vertici G, I etc. del poligono>dalp le linee 01 -, OH. 
pc, die iiicpnircrebbero la circonfe^enp ài punti A, 

G etc.; s| cpngiungerebbero poi questi punti ^I|e còrde 
AB, BC, cp eie. che Ibrmerepbeiro il poligono iscritto. 
Si potrebbe' pure nel medesimo cqs,o polire pìù semplice- 
mente i punti d| contatto T, N, P etc. .colle corde TN, 
r^P eie. òiò che Iprincrebbe sjmilip'entp un ppUgpno iserp- 
to sìrpile al circoscritto. 

Corolfario IL punque si possono circoscrivere a^ 
jun circolo dat.Q tupi i poligoni regolari che si sannq 
iscrivere io questo cer.chio , e viceversa. 

PROPOSIZIONE VU. 



TEOBBMA. 

l’area di un poligono regolare è eguale al suo perime- 
tro moltiplicalo per la' metà ékl raggio del cerchig 
iscritto. ^ 

Si? il poligono regnare GHIKLM ( fig. 460 ) ; dico^ ,j, 
.che la stia area è eguale al suo perimetro moltiplicato 
per metà del raggio del circplo iscrittq. 

Il triangolo GOH à pcr misura GI| ipoltiplicnto per 
ìli metà di OT ; il triangolo OHI à per misura HI mol- 
tiplicato per la metà di ON ; nia ON è eguale ad OT *, 

. dunque i dpe triangoli riuniti ànno per niisura la som- 
ma GH più HI moltiplicala per la n^età di OT. Conti- 
piiiindq cosi per gli altri triangoli, si vedrà che la som- 
ma di tulli i triangoli, od il poligono intero, à per mi- 
sura la somma delle basi GH, HI, IK, ovvero il suo pe- 
rimetro moltiplicato per la metà di ÓT, metà del rag- 
gio del cerchio iscritto. Quindi l’ corea di un poligono/ 
ietc. C. B. p. *' -v: 

Scolio.' lì raggio del cerchio iscritto QT altro non 
è che la perpendicolare abbassata dal centro sopra unq 
dei lati del polìgono ; si chiama talora P apotema del 
poligono (a). 

(a) Apotema , da dxó ( apo ) da, e da rty^Pf ( ti- 
fhemi ) collocare. ( In Trai». ). 

pio SNOB 8 GeptU’ ^ana, 



Digitized by Google 




130 



PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

/ perimetri dei poligoni regolari di un medesimo numero 
di lati stanno come i raggi dei circoli circoscritti, ed 
anche come i raggi dei cìrcoli iscritti ; le loro super ^ 
fide stanno come i quadrati dei medesimi raggi. 

Fig.iSi . Sia AB ( fig. 'i6i) un lato d’ uno dei poligoni di cui 
trattasi, 0 il suo centro, e per conseguenza OA il raggio 
del cerchio circoscritto , ed OD , perpendicolare sopra 
AB , il raggio del cerchio iscritto ; sia parimente ab il 
lato d’ un altro poligono simile, o il suo centro , oa ed 
od i raggi dei circoli circoscritto ed iscritto ^ dico che 
i perimetri di questi poligoni stanno come i raggi dei 
circoli circoscritti , cd anche come i raggi dei circoli 
iscritti ; le loro superficie poi stanno come i quadrati 
dei medesimi raggi. 

I perimetri dei due poligoni stanno fra loro come i 
Ioli AB, aò.-ma gli angoli A ed a sono eguali, essendo 
ciascuno la melò dell’ angolo del poligono, ed eguali so- 
no ancora gli angoli Be 6 5 dunque i triangoli ABO, oéo 
sono simili , come pure i triangoli rettangoli ADO, ado, 
dunque 

AB : a5 : : AO : ao : : DO : do ; 
dunque i perimetri dei poligoni regolari del medesimo 
numero di lati stanno fra loro come i raggi AO, ao dei 
circoli circoscritti ; ed anche come i raggi OD , od dei 
circoli iscritti. 

Le superficie di questi medesimi poligoni stanno fra 
loro come i quadrati dei lati omologhi AB, ab\ esse stan- 
no in conseguenza anche come i quadrati dei raggi dei 
circoli circoscritti AO, ao, o tome i quadrati dei raggi 
dei circoli iscritti OD , od. Quindi i perimetri dei poU^- 
goni eto. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IX. 



431 



LEMMA. 

Ogni linea curva o poligona che circonda da una estre- 
mità all’ altra una linea convessa, è maggiore della li- 
nea circondata. 

Ogni linea curva" o poligona che circonda da una 
estremila all’ altra la linea convessa AMB ( fig. -f62 ) 
è maggiore della lìnea circondata AMB. 

Abbiamo già detto che per linea convessa s’ intende 
una linea, curva o poligona , od in parte curva ed in 
parte poligona , tale che una linea retta non possa ta- 
gliarla in più di due punti. Se la linea AMB avesse delle 
parli rientranti o delle sinuosità, cesserebbe d’esser con- 
vessa , pen‘hè è facile vedere che una linea retta po- 
trebbe tagliarla in più di due punti. Gli archi di circolo 
sono essenzialmente convessi ; ma la proposizione della 
quale trattasi presentemente si estende a qualunque li- 
nea , che avesse la condizione richiesta. 

Ciò posto , se la linea AMB non è minore di tutte 
quelle che la circondano esisterà fra queste ultime mia , 
linea più corta di tutte le altre, la quale sarà minore di 
AMB , 0 lutto al più eguale ad AMB Sia ACDEB que- 
sta linea circondante ; fra le due linee conducasi, ove si 
vorrà, la retta PQ che non incontri la linea AMB, o al 
più che la tocchi ; la retta PQ è minore di PCIHLQ; dun- 
que se alla parte P( DEQ si sostituisca la linea retta PQ, 
si avrà la linea circondante APQB minore di APDQB. Ma, 
per supposizione , questa doveva essere la più corta di 
tutte \ dunque questa supposizione non può sussistere ; 
quindi tutte le linee circondanti sono più lunghe di AMB. 

Scolio. Si dimostrerà assolutamente in simil modo 
che una linea ccHivessa e rientrante in sè stessa AMB 
( fig. 463) è più corta di qualunque linea che la circon-V'i 'O*- 
derebhe da ogni parte, sia che la circondante FHG toc- 
ca AMB in uno o più punti , sia che la circonda senza 
toccarla. 
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PROPÒSIZIONÈ X. 



Lemma. 

Èssendo date due cireonferenke coticentriche, si pud senii 
jpre iscrivere nella maggiore Un poligono regolare i cui 
lati non incontrino la ininore^ e si pud anctìra bircò- 
scriceTe alla minore un poligono regolare i cui lati nori 
incontrino la maggiore ; di maniera che in ambidue i 
casi i lati del poligono descritto saranno racchiusi frd 
le du^ circonferenze. 

Sianò date le diie cirtonfefenEe FBG, lAtì ( i64 ) 

' Concentriche ; dico che si può iscrivere nella maggiore 
FBG Un poligono Regolare i cui lati nòti incontrino la 
minore lAH \ e di più si pub circoscrivere alia minoré 
lAH un poligono tegolafe i citi lati non incontrino là 
maggiore \ ed in modo che sempre 1 lati dei pbligono de- 
scritto trovansi racchiusi fra le due circonlbrenEeFBG,lAQ; 

Siano CA, GB i raggi delie due Circonferenze ; pel 
punto A tirisi la. tangente tÌE{ ternlinata alla circonferen- 
maggiore in D ed in E *, iscrivasi nella circonferenza 
maggiore un pòligonO regolare ; per 1 problemi prece- 
denti *, dividansi quindi gli archi Sottesi dai lati in dué 
parti eguali, e bonducànsi le Corde del setni-archi *, si 
avrà un poligono regolare di un numerò doppio di lato; 
Continuisi la bisezione degli archi finché si pervenga ad 
iin arcò minore di DBE. Sia MBN questo arco ( il cui 
punto di mezzo è supposto B ) ; è chiaro che la cordd 
MN sarà più lontana dal centro che DE , e che il poligono 
regolare che à per lato MN, non può incontrare la cir- 
conferenza che à per raggio CA. , 

Poste lei cose stesse, tirinsi CM , CN che incontrino 
la tangente DE in P e Q sarà PQ il lato di Un poligo- 
no circoscritto alla circonferenza minore , sìmile al poligo- 
no iscritto nella maggiore, il cUi lato è MN. Ora è chiaro 
che il poligono circoscritto che à per lato PQ, non può 
incontrare la circonferenza maggióre, polche CP è mino- 
re di CM. 

Dunque, per la Stessa costruzione, Si può descrivere 
un polìgono regolare iscritto nella circonferenza maggio- 
ire, ed un poligono simile circoscritto alla minore , i qua- 
li uVruuuo i loro lati compresi fra le due circouferenZe; 
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^olio. Se si unno due scllori concenlrici FCG, KJIj 
èi potrà similmente iscrivere nel maggiore uuu porzione 
di poligono regolare^ o circoscrivere al minore una por- 
zione di poligono simile , tali che i contorni dei due po- 
ligoni siano compresi fra gli archi delle due circonferen- 
ze -, basterà ditidere V afco t^'BG successivamente in 2 j 
4, 8, 16 etc. parli eguali, finché si arrivi ad min fiarle 
minore di DDE. 

Si Chiama qdi p<&zioiie di poligono regolare la fi- 
^ra terminata da una serie di. corde eguali iscritte nel- 
1* arco FG da Una estremità all’ altra. Qiiesla porzione u 
le proprietà principali dei poligoni iregolari * essa à gli 
angoli eguali ed i lati eguali, ed è ad un t(>mpo stesso 
iscrittiblle e circOScrittibile ài circolo; intani o essa noU 
farebbe parte di un poligono regolare propriamente det- 
to, se r arco sotteso da uno dei suoi lati non fosse una 
parte aliquota della dircunferenzj; 

PROPOSIZIONE Xi; 

tEOBEMA; 

Ì> circonferenze dei circoli stanno fra loro cotìie i t'aggif 
e le loro superficie come i quadrati dei medesimi raggi. 

S’ indicherà , pet blrevità, con circ. CA ( fig. )*■!«••«*• 
ia circonferenza che à per raggio CA -, dico che si avrà 
circ. CA I ciìrC. OB •; Ga ; OB. 

Poiché se Questa proporzióne non à luogo, GA sta- 
^ i*à ad OB come circ. GA sta ad mi quarto tel-mine mag- 
jgiore o minore di circ. OB-, suppongasi Che sia minore, 
b sia , s’ è possibile , * 

CA j OB circ. GA t ciré. OD. 

Iscrivasi nella circonferenza, il cui raggio è BO, un 
poligono regolare EFGKLE , i cui lati non incontrino la 
circonferen/.à, dèlia quale OD è il raggio ( Prop. iO ) -, 
iscrivasi un poligono Simile MNPSTM nella circonferenza 
il cui raggio è GA. 

Ciò posto, poiché questi poligoni sono simili, i loró 
perimetri MNPSM, EFGKE stanno fra loro come i raggi 
CA , OB dei circoli circoscritti ( Prop. <S ) , e si avrà 
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MNPSTM : rFGKLE : : CA OB ; 
iiiu , per ipotesi , 

CA ; OB :: are. VA I ciré. OD ; 
dunque , 

MNPSTM : EFGKLE :: ciré. CA : ciré. OD. 

Ora questa proporzione è impossibile, perchè il contorna 
MNPSTM è minore di circ. CA ( Prop. P ) ; ed al con- 
trario EFGKLE è maggiore di eirc. OD •, dunque è im- 
possibile che C.\ stia ad OB come circ. CA sta ad una 
circonferenza minore di circ. OB *, ovvero , in termini 
generali, è impossibile che un raggio stia ad un raggio 
come la circonferenza descritta col primo raggio sta ad 
una circonferenza minore della circoafereaza descritta col 
secondo raggio. 

Da ciò si conchiude che non può essere che CA stia 
::d OB come circ. CA sfa ad una circonferenza maggiore 
di circ. OB’, poiché, se ciò fosse, rovesciando i rapporti, 
OB starebbe ad AC, come una circonferenza maggiore di 
circ. OB sta a circ. CA, o, il che è lo stesso, come circ. 
OB sta ad una circonferenza minore di circ. CA; dunque 
un raggio starebbe ad un raggio come la circonferenza 
descritta col primo raggio sla ad una circonferenza mi- 
nore della circonferenza descritta 'col secondo raggio ; ciò 
che è stato dimostrato impossibile. 

Poiché il quarto termine della proporzione 
CA : OB :: drc. CA : drc. OB , 
non può essere nè maggiore nè minore di circ. OB, bi- 
sogna che sia eguale a circ. OB; dunque le circonferenze 
dei circoli stanno fra loro come i raggi. 

Un ragionamento ed una costruzione intieramente 
simili serviranno a dimostrare che le superficie dei cir- 
coli stanno come i qoadrati dei loro raggi. Quindi te 
circonferenze etc. C. B. D. 

Non entreremo ad esaminare altri particolari su que- 
sta proposizione , che d’ altronde è un corollario della 
seguente. 

iftì Corollario. Gli archi simili AB, DE ( fg. i66 ) stan- 
no come i raggi AC, OD, ed i settori simili ACB, DOE 
stanno come i quadrati di questi medesimi raggi. 

Infatti, poiché gli archi sono simili, l’angolo G è egua- 
le all’angolo 0 ( Dcf. 3, lib. Ili) ; ora l’angolo C,sta a 
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qitailro angoli retii come l’arco AB sla alia circonferenza 
inliera descritla col raggio AC { Prop. 4"i^ lib. II) \ e 
l’angolo 0 sta a quattro angoli retti come l’arco DÉ sta ' 
alla circonferenza descritta col raggio OD ^ dunque gli 
archi AB , DE stanno fra loro come le circonferenze, di 
cui fanno parte; queste circonferenze stanno come i raggi 
AC, DO ; dunque 

arco AB ; arco DE :: AC : DO. 

Per la medesima ragione , i settori ACB, DOE stan- 
no come i circoli interi ; questi stanno come i quadrali 
dei raggi ; dunque 

set. ACD : set. DOE :: AC ; DO. 

PROPOSIZIONE XII. 

* TEOBEMA. 

L'arco del circolo è eguale al prodotto della sua circori‘ 
ferenza per la metà del raggio. 

Indicheremo con sup. CA ( fig. 4G1 ) la sup(‘iTicit*’'i- ■®?- 
del circolo ) il cui raggio è CA ; dico che si avrà 

CA X — CA 
2 

Infatti se la metà di GA moltiplicala per la circon- 
ferenza descritta col raggio CA non è l’ area del circolo 
il cui raggio è CA, questa quantità sarà la misura di un 
cerchio maggiore o minore. Suppongasi primieramente 
che essa sia la misura di un circolo maggiore , e sia , 
s’ è possibile , la metà di CA moltiplicata per circ. CA 
eguale a sup. CB. 

Al circolo, il cui raggio è CA, circoscrivasi un poli- 
gono regolare DEFG etc., i cui lati non inco*htrino la cir- 
conferenza che à per raggio CB ( Prop. 40 ), la superfi- 
cie di questo poligono sarà eguale al suo contorno DE più 
EF più FG etc. moltiplicato per la metà di A(ì ( Prop. 

7) : ma il contorno del poligono è maggiore della circonfc-. 
renza iscritta, poiché la circonda da tutte le parti ; dun- 
que la superficie del poligono DEFG etc. è maggiore del- 
la metà di C.A moltiplicata per circ. AC, che per ipotesi 
è misura del circolo , il cui raggio è CB; dunque il po- 
ligono sarebbe maggiore del circolo. Ora al contrario è 
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minore , poicliè vi è conienuto *, dunque è itnpossibijo 
die la metà di CA moHìplieata per circ. CA sia maggio- 
re di sup. CA, ovvero in altri iermiiii, è impos$ibìie che 
la circonterenza di un circolo moltiplicala per la metà 
del suo raggio sia la misura di un circolo maggiore. 

Dico in secondo luogo che il m<^des|mp prodotto noq 
può essere |a misura di un cerchjo minore : e per non 
cambiar figura, supporremo che trattjsj del circolo il cu| 
raggio è CO ; bisogna dunque provare dm la metà di 
CB moltiplicata per cifc. Cp non può essere |a misura 
di un circolo minore, per esempio del circolo il cui rag- 
gio è CA. Infatti sia, s’ è possibile, la metò di |CB mol- 
tiplicata per ctrc. CB eguale a «u». CA. 

Avendo fatto la stessa costruzione di prima, la superficie 
del poligono DEFG etc. avrà per misura |à somma pC piq 
EF più FQ etq. moltiplicata per la melò di CA : ma i| 
contorno DE più £F più FG etc. è minore di pirp. CB cho 
lo circonda da tutte le partii dqnqpe faren del poligono 
è minore deli*) di CA moltiplicala per circ. CB , e 
con più ragione minore della metà di CB moltipiicatà per 
circ. CB. Quest’ullima quantità è, per ipotesi, la misura 
del circolo, di cui CA è raggio dunque il poligono sa- 
rebbe minore de| circolo Iscritto ^ dunque è impossibile 
che la circoiiferena^dinn circolo mo|tiplic a[g pe r la mcr 
là del suo raggio Itu^TliljiMsura di un cireJiSminpre. 

Dunque jinalifienlé- la pirconfertnifa <fi un circolq 
fnolliplfcata per la melò del fuo raggio è la misura del- 
f’ area di qiief/o medesimo circolo. C. B. D. 

Corollario J. La superficie d* un settore è eguale 
all’ arco di quesl.Q settore mQltip!|culQ pep la meta del 
suo r.nggio. 

^'■«•>6». Inlàtli |1 settore ACB ( fig. -fSS ) sta circolo inr 
tcro come l’arco AMB sla ullà circonferenza intera AB1> 
( Prop. fi ,, ld>. // ) , o come AMB moltiplicato per l.i 
metà di A.C sta ad A,BD moltiplicata per là me.tà di AC: 
ma il circolo intero è eguale ad App moltip|i.cata per la 
metà di ADidumi'.ie il settore ACp à per misura AMB 
moltiplicato per la metà di AC. 

Corollario fj. Chiamiamo t la circonferenza il cui 
diametro è 1’ unità ; poiché le circonferenze stanno co- 
me i r.'iggi 0 come i diametri, si potrà far questa pro- 
porzione : il diametro 1 sia alla sua circonferenza « co- 
ri(.;f5.me il diamclro SCA {fig. yó'J) sta alia circoufercnz^i che 
à per raggio CA ; di uiauiera che si aveg 1 ^ 
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1 : : ; 2CA ; drc. CA ; 

dunque circ. C\ è eguale a x moltiplicato per 2CA. Molli- 

1 1 

plicando da ambe le parli per — CA, si avrà — CA molli- 

2 y 

plicalo per circ, CA eguale a « moltiplicalo per 2CA e molti- 

plicalo per — CA, eguale a * CA , osup.CA eguale a «CA*; 

2 

dunque la superficie di un circolo è eguale al prodotto 
del quadrato del suo raggio moltiplicalo pel numero co- 
stante X che rappresenta la circonferenza,, \l cui diametro 
è i , od il rapporto della circonferenza al diametro. 
Similmente la superficie del circolo che à per raggio 

OB sarà eguale a x moltiplicalo per OB *, ora 

« X CA* ; « X OB* :: cÀ* : ob* -, 

dunque la superficie dei circoli stanno fra loro come i qua- 
drati dei loro raggi; ciò sì accorda col precedente teorema. 

Scolio. Si è già detto che il problema della quadratura 
del circolo consiste in trovare un quadrato eguale in super- 
ficie ad un circolo, il cui raggio è cognito; ora si è provalo 
che il circolo è equivalente al rettangolo fatto sulla circon- 
ferenza e la metà del raggio, c questo rettangolo si cangia 
in quadrato prendendo una inedia proporzionale fra le due 
suo dimensioni ( Prob. 6’, Uh. Ili ) ; cosi il problema della 
quadratura del circolo si riduce a trovare la circonferenza 
quando si conosce il raggio, e per questo basta conOicere 
il rapporto della circonferenza al raggio od al diametro. 

Finora non si è potuto determinare questo rapporto 
se non che in una maniera prossima al vero : ma l’ ap- 
prossimazione è stata portata si lungi, che la conoscenza ^ 
del rapporto esatto non avrebbe alcun vantaggio reale ^ 
sopra quella del rapporto approssimativo. Perciò questa 
quislione che à occupato i geometri , allorché i metodi 
di approssimazione erano meno conosciuti , è presente- 
mente riposta fra le ricerche oziose, di cui non è per- 
messo d’ occuparsi se non a coloro che ànno appena le 
prime nozioni di geometria. 

Archimede à provalo che il rapporto della circonfe- 

10 40 1 

renza al diametro è compreso fra 3 — e 5 — ; così 3 — 

70 71 7 

Leoenobb Geom. Piana. 19 
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22 

o — à un valore di già mollo prossimo al numero che si 
7 

è rappresentalo con « ; e questa prima approssimazione è 
molto in uso per la sua semplicità. Afezto à trovato pel me* 

335 

desimo numero il valore mollo più approssimato-* — .Fi- 

115 

nalmente il valore di «•, sviluppato fino ad un certo or- 
dine di decimali , è stalo trovato da altri calcolatori 3, 
l ilo922G333897932 etc. , e si è avuta la pazienza di 
continuare questi decimali sino alla centoventiseltesinia, e 
parimente sino alla centoquarantesima. È chiaro che una 
tale approssimazione quasi equivale alla verità, e che nou 
si conoscono meglio le radici delle potenze imperfette. 

Si spiegheranno, nei problemi seguenti , due melodi 
elementari più semplici per ottenere, queste approssima- 
zioni. 

PROPOSIZIONE XIII. 

» 

PROBLEMA. 

Essendo date le superficie di un poligono regolare iscritto 
e di un poligono simile circoscritto , trovare la super- 
ficie dei poligoni regolari iscritto e circoscritto di un 
doppio numero di lati. 

Siano date le due superficie di due poligoni regolari 
F>».i 69 .ìscritto e circoscritto , e sia AB ( fig. 169 ) il lato del 
poligono dato iscritto , EF parallelo ad AB , quello del 
poligono simile circoscritlo , C il centro del circolo ; fa 
d’ uopo trovare le superficie dei poligoni regolari iscritto 
% e circoscritto di un doppio numero di lati. 

Se si tirino la corda AM e le tangenti AP,QB, la corda 
AM sarà il lato del poligono iscritto di un numero di lati 
doppio, e PQ doppio di PM sarà quello del poligono simile 
cirroscritto ( Prop. 6).C\ò posto, come la medesima costru- 
zione à luogo nei differenti angoli eguali ad ACM, basta con- 
siderare solo l’angolo ACM, ed ì triangoli che vi sono conte- 
nuli sfaranno fra loro come i poligoni interi. Sia A la su- 
perficie del poligono Iscritto, di cui AB è un lato. Bla super- 
ficie del poligono simile circoscritto, A' la superficie del 
poligono, di cui i\M è un lato, B' la superficie del poligono 
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simile circoscrillo. A e B sono Cogniti ; sì tratto di irò. 
vare A', B'. 

i.* I Iriangeli ACD, ACM, che ànno comune ii ver- 
tice A, stanno fra loro come le rispettive basi CD, CM; 
d’ altronde questi triangoli stanno come i poligoni A ed 
A', di cui fanno parte *, dunque 

A.: A' CD ; CM. 

1 triangoli CAM, CME, il cui vertice comune è M , 
sono fra loro come le rispettive basi CA , CE ; questi 
medesimi. triangoli stanno come i poligoni A' e B, di cui, 
fanno parte j dunque 

A' ; B CA : ce. 

Ma per le parallele AD, ME, si à 
CD ; CM :: CA ; CE; 
dunque paragonando le proporzioni , si avrà . 

A : A' :: A' ; B; 

dunque il poligono A', uno di quelli che si cercano , è . 
medio proporzionale fra i due poligoni cogniti A e B-, e 



si à per conseguenza A' = y AXB. 

2.“ Per r altezza comune CxM , il triangolo CPM sta 
al triangolo CPE come PM sta a PE ; ma la linea CP 
^idendo^m due parti eguali l’angolo MCE, si à ( Prop^ 

PM : PE ;; CM ; CE ;; CD : CA a : M; 
dunque 

CPM : CPE :: a : a' , 
e per conseguenza 

CPM ; CPM + CPE :: A : A -f ac 
M a CMPA o 2CMP , e CME stanno fra loro coma i, 
poligoni B' e B , di cui fanno parte ; dunque 
B' : B 2A : A X a'. 

Si è di già determinato A' : questa nuova propoc-. 
zlone determinerà B' , e sì avrà 

2A + B 



B' = 



A + A' 
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dunque col mezzo dei poligoni Ae B si sono trovali i po^ 
tigoni A' e B che hanno un doppio numero di lati. C. B. P.’ 

PROPOSIZIONE XIV. ■ 

PBOBLEMA. 

Troiare il rapporto approssimativo delta circonferenza 
al diametro. 

Sia il raggio del cerch’o eguale ad 1, il lato del qua- 
dralo iscritto sarà y 2 (^Prop.3); quello del quadrato cir- 
coscritlo sarà eguale al diametro 2 ; dunque la superficie 
del quadra o iscritto è eguale a 2, e quella del quadrato cir- 
eoScrilto eguale a 4. Adesso, se si fa A = 2, e B = 4, si 
troverà pel problema precedente Tottagono iscritto A'= 

16 

1^8=2, 8284271 , e Tollagono circoscritto B' = — ■■■ 

2 + y 8 

rr 3,307085. Conoscendo cosi gli ottagoni iscritto e circo- 
scritto, si troveranno col loro mezzo i poligoni di un dop- 
pio numero di lati -, bisognerà di nuovo supporre A=2 , 

«284271, e B = 3, 3137085, e si avrà A^=V A X B = 
2A-I-B 

3, 0614674, e B'= =3, 1825979. 

A-f-A^ 

In seguito questi poligoni di 16 lati serviranno per 
far conoscere quelli di 32, e sì continuerà così finché il 
calcolo non dia più difierenza fra i poligoni iscrìtto e 
cin oscrillo , almeno nelle cifre decimali, a cui ci siamo 
fermati, che è la settima in questo esempio. Arrivalo a 
questo punto si conchiuderà che il cerchio è eguale al- 
P ultimo resultamento, perchè il cerchio dev’ essere sem- 
pre compreso fra il poligono iscritto ed il circoscritto \ 
dunque se questi non differiscono fra di loro fino ad un 
cert’ ordine di decimali, il circolo pure ne differirà fino 
allo stesso ordine. 

Ecco il calcolo dei polìgoni prolungato finché non 
differiscono più nei settimo ordine di decimali. 



Digitized by Google 




141 



Numero dei tuli 


Polìgono {scrino 


Poligono eircoscn’ita 


4 


• t 


. . 2,0000000 . . 


. . 4,0000000 


B 


• • 


. . 2,8284271 . . 


. . 3,3137085 


16 


• • 


. . 3,0614674 . . 


. . 3,1825979 


32 


• • 


. . 3,1214451 . . 


. . 3,1517219 


64 


• • 


. . 3,1365485 . . 


. . 3,1441184 


128 


• • 


. . 3,1403311 . . 


. . 3,1422236 


256 


• « 


. . 3,1412772 . . 


. . 3,1417504 


512 


• » 


. . 3,1415138 . . 


. . 3,1416321 


1024 


« • 


. . 3,1415729 . . 


. . 3,1416025 


2048 


• • 


. . 3,1415877 . . 


. . 5,141.5951 


4096 


• • 


. . 3,1415914 . . 


. . 3,1415933 


8192 


• • 


. . 3,1415923 . . 


. . 3,141.5928 


16384 


• « 


. .• 3,1415923 . . 


. . 3,141.5927 


32768 


• • 


. . 3,1415926 . . 


. . 3,1415926 



Da ciò si conchiiide che Ja superficie del circolo è 
eguale a 3,1415926. Si potrebbe avere dei dubbio sul- 
r ultima decimale per srli errori prodotti dalle parli tra- 
lasciate; ma il calcolo è stato fatto con una decimale di 
più, per essere certi del resultalo che si è trovalo sino 
all’ ultimo decimale. 

Poiché la superficie del circolo è eguale alla mezza 
circonferenza moltiplicata pel raggio , essendo il raggio 
eguale ad 1, la mezza circonferenza è 3,1415926 -, ovvero 
il diametro essendo 1 , la circonferenza è 3, 1415926 ; 
dunque il rapporto della circonferenza al diametro dise- 
gnato di sopra con if è eguale a S,i4iS926. C. B. F. 

/ 

PROPOSIZIONE XV. 

. LEMMA. 

Il triangolo CAB ( fig. 170) é equicalente al tri an goto rig.iy. 
isoscete DCE, che à il medesimo angolo C , ed il tato 
CE eguale a CD è medio proporzionale tra CA e CB. 

Di più se V angolo CAB è retto, la perpendicolare CF 
abbassata sopra la base del triangolo isoscele, sarà me- 
dia proporzionale tra il lato CA e la semisomma dei 
lati CA , CB. 

1." Poiché, per l’angolo comtine C il triangolo ABO 
sta al triangolo isoscele DCE come AC inolliplicato per CE 

sta a DC molliplicalo per CE^ o DC ( Prop, 21, lib. HI) 
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dunque questi triangoli saranno equivalenti ^ sé il qua* 
drato dì DG é eguale a GB moltiplicato per AG, o se DG 
è inedia proporzionale tra AG e GB. 

2.° La perpendicolare CGP dividendo in due parti 
eguali r angolo AGB , si à ( Prop. lib. Ili ) 

AG : GB :: AG : GB , 
donde ne resulta , componendo , 

AG : AG H- GB o AB :: AG : AC + GB : 
ma AG sta ad AB come il triangolo AGG sta al triangolo 
AGB 0 2GDF : d’altronde, se 1’ angolo A è retto, i trian- 
goli rettangoli AGG, GDF saranno simili , e daranno 

ACG : GDF AC* ; GF*i 

dunque ~ 

Àc* : 2 GF* :: ac ; ac + gb. 

Moltiplicando il secondo rapporto per AG, gli ante- 
cedenti diverranno eguali , e si avrà per conseguenza 

2 CF = AC X [ AG H- GB J, o CF = AC X j 

dunque 2.* se l’angolo A è retto, la perpendicolare CF 
sarà media proporzionale tra il lato AG e la seiQisomma 
dei lati AC, GB. 

PROPOSIZIONE XVh 

PBOBLEMA. 

Trovare wn cerchio che differisca tanto poco quanta^ 
si vorrà da un poligono regolare dato. 

Sia proposto, per esempio, il quadrato BMNP ( fig. 
Fij j fa d’ uopo trovare un cerchio che differisca da 

questo quadrato tanto poco quanto si vorrà. 

Abbassisi dal centro C la perpendicolare CA sopra 
il lato MB , e congiungasi GB. 

Il cerchio descritto col raggio CA è iscritto nel qua- 
drato, ed il cerchio descritto col raggio GB è circoscrit- 
to a questo stesso quadrato il primo sarà minore dei 



Digitized by Google 




145 

quadralo, maggiore ne sarà il secondo *, ma si tratta di 
restringere questi limiti. 

Prendasi CD e CE eguali ciascuna alla media prò* 
porzionaie tra CA e GB, e tirisi ED; il triangolo is(»cele 
CDE sarà equivalente al Ir angolo CAB ( Prop. y5) -, fac- 
ciasi lo stesso per ciascuno degli otto triangoli che com- 
pongono il quadrato, e formerete cosi un ottagono rego- 
lare equivalente al quadrato BMNP. 11 circolo descritto col 

CA-4-CB 

raggio CF, medio proporzionale fra CA e — — , sarà 

iscritto nell* ottagono , ed il cerchio descritto col raggio 
CD gli sarà circoscritto. Laonde il primo sarà minora 
del quadrato dato , ed il secondo maggiore. 

Se si cangia nella medesima maniera il triangolo CDF 
in un triangolo isoscele equivalente , si formerà con tal 
mezzo un poligono regolare di sedici lati equivalente al 
quadrato proposto. Il circolo iscritto in questo poligono 
sarà minore del quadrato, ed il circolo circuscritto sarà 
maggiore. 

Si può continuare cosi finché il rapporto tra il rag- 
gio del circolo circoscritto differisca tanto poco quanto 
si vorrà dall’ eguaglianza. Allora 1’ uno e l’ altro circolo 
potranno essere riguardati come equivalenti al quadrato 
proposto. Quindi si è trovato eie. C. B. F. 

Scolio. Elcco a che si riduce la ricerca dei raggi con- 
secutivi. Sia a il raggio del cerchio iscritto in uno dei 
poligoni trovali , b il raggio del cerchio circoscritto al 
medesimo poligono; siano a', b' i raggi simili del poligono 
seguente che à un numero di lati doppio , secondo ciò • 
che noi abbiamo dimostrato, b' è una media proporzio- 
nale fra a e è', ed o' è una media proporzionale fra a 

cd a -f- 6 -, di man Sera che si avrà b' \ a X b ed a' 

2 

r/ a X b ; dunque essendo cogniti i raggi a 

^ aX 2 

e 6 di un poligono, se ne dedurranno facilmente i raggi 
a' e ò' del poligono seguente, e si continuetà così finché 
la differenza fra i due raggi sia divenuta insensibile^ al- 
lora o l’uno 0 r altro di questi raggi sarà il raggio del 
cerchio equivalente al quadrato od al poligono proposto. 
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Questo metodo è facile a pralicarsi in linee, poiché 
si riduce a trovare medie proporzionali successive Tra lì- 
nee cognite : ma riesce assai meglio in numeri, ed è uno 
(lei mezzi più comodi che la geometria elementare possa 
offrire per trovare prontamente il rapporto approssimati- 
vo della circonfereuza al diametro. Sia il lato del quadra- 
to eguale a 2, il primo raggio iscritto GA sarà 1 , ed il 



primo raggio circoscritto GB sarà V 2, ovvero Ì,4U2I56. 
Facendo dunque b = 1 , 6 = 1,4142156 , si troverà 6' 
= 1,1892071, ed a‘ = 1,0986841. Questi numeri servi- 
ranno a calcolare i seguenti , secondo la legge data di 
continuazione. 

Ecco il resultato del calcolo fatto sino a sette od 
otto cifre colie tavole dei logaritmi ordinari. 



Raggi dei circoli cireotcriiu 

1,4142156 . . 

4,1892071 . . 
1,1430500 
1,1520149 
1,1292862 
1,1286063 



Raggi dei circoli itcritli 
. 1,0000000 
. 1,0986841 
. 1,1210863 • 

. 1,1263639 
1,1279237 
1,1282637. 



Adesso che la prima metà delle cifre è la stessa da 
ambe le parli , sì potrà , in vece dei medi geometrici , 
prendere i medi aritmetici che ne differiscono soltaiilu 
nelle decimali ulteriori. Di questa maniera 1’ operazione 

i resultati sono : 



si abbrevia molto , ed 
1,1284360 
1,1283954 
1,1283827 
4,1285801 
1,1283704 
1,1285792 



1,1285308 

1,1285721 

1,1288774 

1,1285787 

1,1285791 

1,1283792. 



Dunque 1,1283792 è molto prossimamente il vero 
raggio del circolo eguale in superfìcie al quadrato il cui 
lato è 2. Da ciò è facile trovare il rapporto della cir- 
conferenza al diametro -, poiché si è dimostralo che la- 
superficie del circolo è eguale al quadralo del suo rag- 
gio moltiplicato pel numero «r; dunque se dividasi la su- 
perficie 4 per il quadrato di 1,1283792, si avrà il vaio» 
re di w che si trova per questo calcolo essere 3,141592G 
etc. come si era trovato con altro metodo. 
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AFFEUDIGI! 



AL LIBRO QUARTO 



DEFINIZIONI 

I. Si chiama massimo la quantità maggiore fra tutte 
quelle della inedesima specie -, minimo la minore. 

Cosi il diametro di un circolo é un massimo fra 
tutte le linee rette che congiungono due punti della cir- 
conferenza 5 e la perpendicolare è un minimo fra tutte 
le rette condotte da un punto dato ad una linea data. 

II. Si chiamano ligure isoperimetre (a) quelle che 
anno i perimetri eguali. 

PROPOSIZIONE PRIMA. 

TBOBEMA. 

Fra tutti i triangoli della stessa base e dello stesso peri- 
metro , il triangolo massimo è quello nel quale i due 
lati non determinali sono eguali. 

Sia AG eguale a GB ( pg. r/2 ) , ed Xìi più 
eguale ad AG più CBj dico che il triangolo isoscele AGB 
è maggiore del triangolo AMB che à la medesima base 
e lo stesso perimetro. 

Dal punto G come centro , e col raggio GA eguale 
a GB deprivasi una circonferenza che incontri GA pro- 
lungata in D ; tirisi DB ; 1’ angolo DBA iscritto nel se- 
micerchio sarà un angolo retto ( Prop. , CoroL 2 , 

• -it' P^°*“"filhisi la perpendicolare DB verso N; fac- 
ciasi MN eguale ad MB , e congiungasi AN ; finalmente 
dai j^nti M, C abbassinsi le perpendicolari MP , CG so- 
pra DN. ^ 

Poiché GB è eguale a CD, ed MN ad MB, si à AG piu 

(a) Isoperimelro, da hot ( ùos ) eguale, e da Tsoiyisrpv 
{permetron) circonferenza. ( Il Trad. ). 

Leobhdius Geom. Piana. 20 
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CB fgualc ad Ai) ed AM ^ pili MB eguale ad ÀM più 
MN. Ma AC pi» CB è eguale J\d AM più MB \ dunque 
AD è eguale ad AM più MN; dunque AD è maggiore di 
AN. Ora se Tobbliqua AD è maggiore dell’obbliqua AN, 
essa dcv’ essere più lontana dalia perpendicolare ^ dun- 
que DB è maggiore di BN ; dunque BG che è melà di 
BD (Scolio Prop. 12^ Ub. I ) sarà maggiore di BP me- 
tà di BN. Ma ì triangoli ABC , .ABM che ànno la stessa 
base AB sfanno fra (oro come le altezze respellive BG, 
BP -, dunque essendo BG maggiore di BP , il triangolo 
isoscele ABC è maggioro del non isoscele ABM della me- 
desima base e dello stesso perimetro. 

Quindi fra liuti i triangoli etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Di JutH i poligoni t5opmmefrt di un medesimo nUmert» 
di lati, quello che é un massimo é i suoi lati egucii. 

rij.ijs. Sia ABCDEF ( fiCj. HS ) il poligono mas»mo ^ dico 
che avrà i suoi lati eguali. 

Se il lato BG non è eguale a CD , facciasi sopra la 
base BD uo triangolo isoscele BOD che sia isoperimetro 
a BCD-, il triangolo BOD sarà maggiore di BCD ( Prop. 
•/) , e per conseguenza il poligono ABODEF sarà mag- 
giore di ABCDEF *, dunque quest’ ultimo non sarebbe il 
massimo fra tutti quelli che ànno lo stesso perimetro , 
' ed il medesimo numero di lati-, ciò che è contro la sup- 
posizione. Dunque si deve avere BC eguale a DE eguale 
ad EF eie.', dunque tutti t lati di un poligono massimo 
sono eguali fra loro. C. B. D. 

PROPOSIZIONE HI. 

TEORE.MA. 

Ih tutti i triangoli formati con due lati facendo un an- 
golo a piacimento , il massimo è quello in cui i du9 

lati dati formano un angolo retto. 

✓ 

Siano i due triangoli BAC, BAD ( ■Z74) cheknm 
il lato AB comune ed il lato AC eguale ad ADjse l’an- 
golo BAC è retto, dico che il triangolo B.\C è maggiora 
di BAD , nel quale 1’ angolo A è acuto od ottuso. 
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loftUti , avendo la stessa base AB , i due trianggU 
BAC , BAD stanno come le altezze AC, D£ : ina la per- 
pendicolare DE è minore dell’ obbliqua AD , o della bua 
eguale AC ; dunque il triangolo BAC è maggiore di BAD. 

Dunque di tutti i triangoli etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IV. 

YBOHBMA. 

Si Mti i poligoni formali con lati dati ed un tdlimc a 
piacimenlo , il massimo dev' esser tale che tutti i tuoi 
angoli siano iscrilii tn una mezza circonf&ànxa, delia 
quale il lato incognito sia il diametro. 

Sia ABCDEF ( fig.i'73') il massimo dei poligoni for-Fi*.>7*. 
mali coi lati dati AB, BC, CD, DE, EF ed un ultimo AF*, 
dico che gli angoli A, B, G, D, E, F sono iscritti in una 
mezza circonferenza, ed il lato AF essere il diametro. 

Tirinsi le diagonaH AD, DF. Se 1’ angolo ADF non 
Cosse retto, potrebbe, coiiservaudo le parti ABCD, DEF 
tali quali sono, aumentare il triangolo ADF, e per cou- 
seguenza il poligono intero, rendendo i’ angolo ADF retto 
couformemente alla proposizione precedente; ma questo 
poligono non può, essere aumentato dì più, poiché sì sup- 
pone giusto al suo mosstmo dunque l’ angolo ADF è già 
iin angolo retto. Lo stesso è degli angoli .ABF , ACF , 

AEF -, dunque tutti gli angoli A, fi, 6', fi, fi, fi del pò- 
ligono massimo sono iscritti in una mezza cirevufaenza , 
della quale il.lato indeterminato AF è il diametro. C.B. D. 

^olio. Questa proposizione dà luogo ad uua quistìo- 
ne ^.cioé, se vi siano più maniere di formare un polìgono, 
con luti dati ed un ulliino incognito, che sarà il diametro 
della mezza circonferenza, nella quale gli altri lati sotto 
iscritti. Prima di decidere questa quistione bisogna osser- 
vare che se una stessa corda AB ( fig. /75) sottende ar r 4 .i 7 », 
chi descritti eoo differenti raggi AC, AD, ratigulu al cen- 
tro appoggiato sopra questa corda sarà luiuore nel circolo 
il cui raggio è maggiore ^.cosi ACB è miuore di ÀDB. In- 
fatti l’angolo ADG.é eguale ad ACD più CAD ( Prop. 

Ub. /.); dunque ACD è minore di ADO, e raddoppiando, 
da una parie e dall’ alUa. sì avrà ACB uiinucd di ADR. 
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TEOBBMA. 

JVun vi è che wm sola maniera di formare un poligono eon^ 
lati dati ed un ultimo incognito che sia il diametro dell» 
semicirconferenza^ nella quale sono iscritti gli altri tatù 



Poiché, supponiamo che siasi trovato un cerchio, che- 
soddisfaccia alla quislione ; se si prenda un cerchio mag- 
»ig <;5 giore, le corde AC, BC, CP etc. ( fig. Ì7S) corrisponde* 
ranno :id angoli al centro minori. La somma di questi 
angoli al centro sarà dunque minore di due angoli retli ^ 
cosi le estremità dei lati dati non termineranno più ^le 
estremità di un diametro. L’ inconveniente contrario avrà 
luogo se si prenda un cerchio minore -, dunque il poligono 
di cui trattasi non può essere iscritto che in un solo circolo» 
Dunque non vi è che etc. C. B. D. 

Scolio. Si può-cangiure a piacimento T ordine dei lati 
AB, BC, CD eie. ed il diametro del cerchio circoscritto 
sarà sempre lo stesso, come pure la superficie del poli* 
gono, perchè qualunque sìa l’ordine degli archi AB:, BC, 
CD eie. basta che la somma loro faccia la semicirconfe- 
renza , ed il poligono avrà sempre la stessa superficie^ 
poiché sarà eguale al semicerchio, meno i segmenti AB.> 
BC , eie. la somma dei quali è sempre la stessa. 



PROPOSIZIONE VI. 

> TLOBE.MA. 

Di tutti i poligoni formali con lati dati , il massimo 
è quello che può iscriversi in un cerchio. 

rh t-iT Sia ABCDEFG {fig. ^77) il poligono Iscritto, ed àbcdefy 
il non iserìllibile formato con luti eguali , talmente che 
sìa AB eguale ad nò , BC eguale a he eie. ^ dico che il 
polìgono iscritto è maggiore dell’ altro. 

Tirisi il diametro EM; congiungansi AM, MB*, sopra 
ab eguale ad AB facciasi il triangolo abm eguale ad ABM^ 
è coiigiungasi eni. 

In virtù della proposizione IV, il poligono EFGAM è 
muggiuic di efgum^ a meno che questo uon possa essere 
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siinifmente iscritto hi una semicirconferenza ^ delta quale it 
lato etn sarebbe il diametro ^ nel quale caso i due poligoni 
sarebbero eguali in virtù della proposizione V. Per la stessa 
ragione il poligono EDCBM è maggiore di edebm, salvo la 
medesima eccezione in cui vi sarebbe eguaglianza. Dunque 
il poligono intero EFG A MBCDE è maggiore ài efgambcdey 
a meno che non siano interamente eguali : ma essi non lo 
sono, poiché l’uno è iscritto nel circolo e l’altro è suppo- 
sto non iscrittibiie dunque il poligono iscritto è il mag- 
giore. Togliendo da ambe le parti i triangoli eguali ABM, 
abm, resterà il poligono iscritto ABCDEFG maggiore del 
non iscrittibiie abedefg-. Quindi di tulli i poligoni etc.C.B D. 

Scolio. Si dimostrerà come nella V proposizione, che 
Bon può esservi che un sol circolo, e per conseguenza che 
un sol poligono massimo che soddisfaccia alla quistiònc -, e 
questo poligono sarebbe ancora della medesima superficie . 
in qualunque modo si cangiasse 1’ ordine dei suoi latL 

PROPOSIZIONE VII. 

«EOBEMA. 

Jl poligono regolare è un massimo fra tutti i poligoni 
isosceli e di un medesimo numero di lati. 

Infatti » secondo il teorema II , il poligono massimo ' 
à tutti i suoi lati eguali *, e, secondo il teorema prece- 
dente; è iscrittibiie nel circolo •, dunque questo poligono 
è regolare. Quindi il poligono regolare eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE Vili. 
lemma. 

J>ue angoli al centro, misurali in due circoli differenti, ' 
stanno fra loro come gli archi compresi dioisi per » 
loro raggi. 

■ Siano gli angoli C ed 0 (fig. Ì78') misurali in due'''*- '7®- 
circoli differenti -, dico che sla 1’ angolo C all’ angolo 0 
come il rapporto AB diviso per AC sta ai rapporto DE 
diviso per DO. 

Con un raggio OF eguale ad AC descrivasi 1’ arco 
FG compreso fra i lati OD, OE , prolui gali per i raggi 
cgi ali AC , CF j si auà( hvp. /7 , hb. U ) 
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c : © AB : Ftt 

AB FG 

©tveroc : 0 :: — : — . 

AC Ut- 

Ma ( Prop. H ) per gli nrdii simili FG , D£ si Ì 

FG : DE :: fu : do i 

dunque il rapporto FG diviso per OF è eguale al tap* 
porlo DE diviso per DO , e si à per consegueoza 

AB DE 

c : 0 :: — : — - 

AC DO 

Quindi iìM angoli etc. G. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 
veeneMA. 

Di due poligoni regolari isoperimetri , quello che à un> 
maggiop numero dt lati è il maggiore. 

Fij 179. Sia DE (^17. f 79 ) il niP7.7.o lato di uno dei poligoni, 
0 il suo centro, OETapolcma. Sia AB il mezzo lato del- 
Paltro poligono, (i il suo centro, GB l’apofema, Suppon- 
gaiisi i centri C ed O situati ad una distanza qualunque 
OC, e le apoteitie OE, CB nella direzione OC •, così DOE 
ed ACB saranno le melà degli angoli al centro dei poli- 
goni ; e come questi angoli non sono eguali , le lineo 
CA , OD prolungate s’ incontreranno in mi punto F ; da 
questo punto abbassisi sopra OC la perpendicolare FG \ 
dai punti 0 , C , conae centri , descrivunsi gli archi Gl., 
GH , terminati ai lati OF , CF. 

Posto ciò, si avrà pel lemma precedente 

Gl GH 

o : G :: — : — ; 

OG CG 

ma DE sta al peumetro del primo poligono come l’angolo, 
O sta a quattro angoli retti, ed AB sta al perimetro del 
secondo come Tangolo C sta a quattro angoli retti; dun- 
que , poiché i perimetri dei poligoni sono eguali 

DE : AB : ; 0 : c , 
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Gl GH 

ovvero DE I AB l • 

OG (G 

Moltiplicando gli anlcrcdi-nti psr OG ed i coiisegueiiU 
per CG , si avrà 

DE X OG : AB X GG :: Gl : gh. 

Ma ì triangoli simili ODE , OFG , danno 
OE ; OG de ; fg-, 

donde resulta 

DE X OG = OE X FG j 
si avrà similmente 

AB X CG = GB X FG -, 

dtmcpie 

OE X FG ; GB X FG :: Gl : GH, 

Ovvero 

OE : GB :: gì : gh. . 

Se doDf|ae dimostrasi che l’arco Gl è maggiore del- 
l’arco GH, ne seguirà che l’apotfma OE è maggiore di GB. 

Dall’ altra parte di GF facciasi la figura GHar intera- 
mente eguale alla figura CGar *, di maniera che sia GK 
eguale a CG, l’ angolo HCK eguale ad HCG e 1’ arco Kj? 
eguale a Ga? -, la curva KarG invilupperà KHG e sani 
maggiore di quest’ arco ( Frop. 9 ) -, dunque Ga: , mela 
della curva, è maggiore di GH mela dell’ areo *, dunque, 
con maggior ragione , Gl è maggiore di GH. 

Resulla da ciò ciie l’apotema OE è maggiore di GB : 
ma i due poligoni avendo lo stesso perimetro sono fra loro 
come le apoleme ( Prop.8)\ dunque il poligono che à per 
mezzo lato DE è maggiore di quello che à per mezzo lato 
AB: il primo à più lati, poiché il suo angolo al centro 
è minore^ dunque di due polìgoni regolari isoperimetri^ 
qwlh che d più lati è maggwre. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE X. 



TEOREMA. 



Il circolo è maggiore di ogni poligono isoperimefro. 



Si è già dimostrato che di tutti i poligoni isoperi- 
metri e d’ uii medesimo numero di lati , il poligono re- 
golare è il maggiore ; laonde non si tratta adesso che 
di paragonare il circolo ad un poligono regolare qualun- 
que isoperimetro. 

Sia Al ( fxg. 180 ) il mezzo Iato di questo poligono, 
G il suo centro. Sia nel circolo isoperimelro 1’ angolo 
DOE eguale ad AGI*, è perciò l’arco DE eguale al mezzo- 
lato Al. Il poligono P sta al cerchio C come il triangolo 
AGI sta al settore ODE \ così avremo 
1 1 

p : G — AI X CI : — DE X OE :: CI : OE. • 
2 2 



Tirisi al punto E la tangente EG che incontri OD 
prolungato in G ; i triangoli simili AGI , GOE daranno la 
proporzione 

Gl : OE :: ai o de : ge; 

dunque 

p : c :: DE : GE, 

1 i 



ovvero P : C DE X — OE : GE X — DE , 

2 2 



uno ^misura del settore DOE , 1’ altro misura del trian- 
golo GOE : ora il seltope è minore del triangolo 5 dun- 
que P è minore di C ; quindi il cerchio è maggiore di 
ogni poligono isoperimelro. C. B. D. 



FINE OEIiOA GEOMBTIIIA V1AHA. 
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